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PROLOGO 


El presente manual reúne en si el cureo ampliado del álgebra 
lineal y de la geometría analítica. 

Unas cuantas palabras sobre este libro. Está-destinado, principal¬ 
mente. para aquellos que han elegido la matemática de cálculo como 
una disciplina esencial de su preparación. La enseñanza concerniente 
a dicha especialidad está ligada en muchos aspectos con los cursos 
tradicionales de las matemáticas. No obstante, los cambios, tanto 
en la metodología de exposición como en el contenido del curso, 
resultan imperativos. 

Ya en las primeras conferencias los estudiantes empiezan a entrar 
en contacto con los elementos dal álgebra lineal y do la geometría 
analítica. Estas primeras conferencias sirven también de origen do 
la formación de su concepción científica. Por asta ratón, la asimi¬ 
lación futura por loa estudiantes de toda la matemática de cálculo 
dependo muchísimo del carácter y sucesión de la exposición del 
curso dado. 

Existo toda una serie de buenos libros referentes al álgebra lineal 
y a la geometría analitíca. Sin embargo, tu empleo directo para los 
fines de enseñanza resulta algo embarazoso. La causa principal de 
olio radica, a nuestro ptfecer! en que los futuros especialistas on 
cálculos deben aaber más datos del álgebra lineal que los comunicados 
corrientemente en los libros de texto. Los estudiantes que so espe¬ 
cializan on matemática da cálculo no sólo deben recibir una expo¬ 
sición estricta y sistemática de las bases dol álgebra y geometría, 
sino que ya en el primer año deben tener contacto con la enorme 
riqueza de conocimientos que ha acumulado la matemática do cál¬ 
culo. 

El contacto con los problemas de cálculo permito acentuar con 
toda eficacia, en interés de la matemática do cálculo, todas las cues¬ 
tiones do importancia quo se estudian en el cureo de conferencias, 
y establecer estrecha relación entre la teoría y los métodos numé¬ 
ricos dol álgebra lineal. Como material de partida, para ello, sirvon 
los hechos más sencillos de tales apartados como errores del redon¬ 
deo. inestabilidad a las perturbaciones do muchos conceptos funda¬ 
mentales del álgebra lineal, estabilidad de los sistemas ortonorma- 
liiados, espacios métricos y normalizados, descomposición singular, 
formas bilineales y su relación con los procesos de cálculo, ote. 

Desde luego, la inclusión del material nuevo y suficientemente 
amplio es imposible sin una reconstrucción sustancial del curso 
tradicional. En el presente libro se hizo el intento de tal reconstruc¬ 
ción. 


v . K/yuodía... 



PARTE I ESPACIOS LINEALES 


CAPITULO 1 CONJUNTOS. ELEMENTOS, 
OPERACIONES 


f 1. Conjuntos > elementos 

En cualquier dominio de acti¬ 
vidad siempre nos encontramos con la necesidad de considerar diver¬ 
sas totalidades de objetos unidos entre si mediante un criterio común. 

Así, por ejemplo, al estudiar la estructura de tal o cual mecanismo, 
podemos considerar la totalidad do todas las pieza* del mismo. En 
esto caso, como objeto suelto de la totalidad dada puede servir toda 
pier.a del mecauismo, mientras que el critorio quo uno dichos obje¬ 
tos consiste en el hecho de quo todos ellos pertenecen a un mecanismo 
bien determinado. 

Hablando de la totalidad do puntos do una circunferencia en un 
plano, tenemos on cuenta, en esencia, los objetos —puntos del plano- 
unidos por la propiedad de quo todos ellos son equidistantes respecto 
do cierto punto fijado. 

Una totalidad de objetos unidos entre si medíanlo un criterio 
común suele llamarse en las matemáticas conjunto y los propios 
objetos, elementos del conjunto. Al concepto de conjunto no se puede 
atribuir una definición rigurosa. Por supuesto, podemos decir (¡cómo 
lo hemos hechol) que el conjunto es “una totalidad", “un sistema", 
“una clase*, etc. Sin embargo, todo esto sería más bien el uso formal 
de la riquoza del vocabulario de la lengua. 

Con el fin de determinar un concepto, es necesario, ante todo, 
indicar de qué modo dicho concepto está ligado con las nociones más 
geueralos. Resulta imposiblo hacerlo para el concepto de conjunto, 
puesto que eu las matemáticas no existe para el conjunto un con¬ 
cepto más general. Por esta razón, en lugar de determinar el con¬ 
cepto de conjunto nos vemos obligados a ilustrarlo con unos ejem¬ 
plos. 
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Uno de los métodos más sencillos de describir un conjunto radica 
en quo se da la lista completa de los elementos que integran el con¬ 
junto. Por ejemplo, el conjunto de todos los libros de una biblioteca, 
accesibles al lector, está completamente detorminado medíanlo las 
listas en los catálogos de biblioteca; el conjunto de lodos los precios 
de mercancías está completamente determinado por la lista de pre¬ 
cios. etc. No obstante, dicho método sólo es aplicable a ios conjuntos 
finitos, es decir, a los conjuntos que contienen un número finito do 
elementos. Los conjuntos infinitos, es decir, aquellos que contienen 
un número infinito de elementos, no pueden ser determinados con 
la ayuda de una lista. ¿Cómo, por ejemplo, podríamos alistar todos 
los números reales? 

En aquellos casos en que un conjunto no puede ser prefijado con 
ayuda de una lista o no es cómodo hacerlo, éste so da por indicación 
de la propiedad característica, es decir, por indicación do tal propie¬ 
dad que poseen los elementos del conjunto, y sólo ellos. Por ejemplo, 
en los problemas en ciue se determinan lugares geométricos la propie¬ 
dad característica del conjunto de puntos, que sirve de solución para 
el propio problema, no es otra cosa que una totalidad de las condi¬ 
ciones que han de ser satisfechas por dichos puntos de acuerdo con 
los requisitos del problema. 

La descripción de un conjunto puede ser muy soncilla y no des¬ 
pertar dificultades algunas. Por ejemplo, si hablamos de un conjunto 
quo consiste en dos números. 1 y 2, está claro que ni el núrnoro 3 ni 
un cuaderno ni un automóvil pueden integrar dicho conjunto. En 
el cas.» general, ain embargo, la definición de los conjuntos por medio 
de sus propiodades características conduce, algunos vacos, a ciertas 
complicaciones. Existen varías razones por las cuales surgen las 
complicaciones citadas. 

Una do ellas puede consistir en que los conceptos empicados para 
la descripción de un conjunto fio están suficientemente determinados. 
Convengamos, por ejemplo, en considerar el conjunto de todos los 
planetas en el sistema solar. ¿De qué se trata? So conocen nueva 
planetas grandes. Pero alrededor del Sol giran también más do un 
mil de planetas pequeños, o los asteroides. Los diámetros de algunos 
de estos planotas miden centenares de kilómetros y hay planetas 
cuyos diámetros no superan 1 km. A medida que te perfeccionen los 
métodos do observación irán descubriéndose unos planotas cada voz 
más pequeños y. al fin y al cabo, surgirá la pregunta ¿cuáles do ellos 
son planetas pequeños y cuáles representan meteoritos y polvo cós¬ 
mico? 

No siempre las dificultades en determinar la composición de un 
conjunto dependen sólo de las razones indicadas. Ocurre o veces que 
los conjuntos quo a primera vísta parecen estar bien determinados 
resultan, de hecho, determinados muy mal o incluso no están dotor- 
minados del todo. Supongamos, por ejemplo, que un conjunto consta 
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sólo de un número. Definamos este número como “un número entero 
mínimo que no puede ser determinado con la ayuda de una frase que 
tenga menos de cien palabras rusas". Consideraremos que se utilizan 
en ol experimento sólo las palabras sacadas de cierto diccionario, 
como tarublán sus formas gramaticales, y que. además, en el diccio¬ 
nario están contenidas palabra^ del tipo “uno", “dos", etc. 

Hemos de notar que, por un lado, tal número no dobe existir, 
pues se define por una frase, destacada más arriba con cursiva, que 
contiene menos de cien palabras, y por el sentido de esta frase el 
númoro no puede ser definido de la manera semejante. Pero, por 
otro lado, como el número de las palabras rusas utilizadas es finito, 
quiere decir que hay números que no pueden ser definidos por una 
frase que tiene menos de cien palabras y, por consiguiente, entre 
dichos números existe uno que es minimo. 

En la rama de las matemáticas, llamada teoría de conjuntos, 
se han acumulado muchos ejemplos de que la definición do un con¬ 
junto cntrafia contradicciones interiores. El estudio del problema 
bajo qué condiciones esto puede tener lugar, ha conducido a las 
investigaciones profundas en el dominio de la lógica. No obstante, 
dejamos al lado estas investigaciones. En lo que sigue siempre supon¬ 
dremos que so consideran solamente los conjuntos que están precisa¬ 
mente definidos sin contradicciones algunas')- cuya composición 
no despiorta ninguna duda. 

G>uio regla, los conjuntos se designarán con Jas letras latinas 

mayúsculas A, B .y sus elementos, con las letras minúsculas 

a, b .Escribiremos rfá. si el clemoato x pertenece al 

conjunto A, y x $ A, si el elemento x no pertenece al conjunto A. 

A veces será introducido en la consideración el asi llamado con- 
juuto meló, es decir, un conjunto que no contieno ni un solo ele¬ 
mento. El uso del conjunto vacio resulta cómodo en el caso cuando 
ao desconoce de antemano si existe aunque sea un sólo elemento en 
la totalidad que se considera. 

Ejercicios. 

!. Construyanse los ejemplos de roojunlos finita* e infinito» ¿Qué pro¬ 
piedades son pera ellos caractemlKas? 

2. Construyanse los ejemplos de conjuntos cuya descripción contiene una 
contradicción. 

3. .Será vacío el conjunto de ralees reales del polinomio x* -4- kx* + 7a* + 
+ 4«-r 1? 

4. Construyan.** los ejemplos de conjontos cuyos clamemos eou también 
conjuntos. 

5. Construyanse loa ejemplo* de conjuntos que contienen a si mismos 
a titulo de uno de su» elemento.'. 
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§ 2. Operación algebraica 

Entre toda clase do conjuntos 
se pueden distinguir aquellos cuyos elementos admiten que se eje* 
cuten con ellos ciertas operaciones. Supongamos, por ojomplo, que 
el objeto de nuestra consideración es un conjunto do todos los núme¬ 
ros reales. En este caso para todo elemento de dicho conjunto resul¬ 
tan definidas tales operaciones como el cálcalo del módulo del ele¬ 
mento, el cálculo del seno del último; para cada par de elementos 
están definidas las operaciones de su adición y multiplicación. 

En el ejemplo considerado prestaremos una atención especial 
a las siguientes peculiaridades de las operaciones mencionadas. En 
primer lugar, el carácter determinado de todas las operaciones para 
cualesquiera elementos del conjunto dado; en segundo, la univocidad 
do todas las operaciones y. por fin. la pertenencia del resultado, que 
se obtiene al realizar cualquiera de las operaciones, a los elemento» 
del mismo conjunto. Tal situación no siempre tiene lugar. 

Una oporación puedo ser definida no para todos loa elementos dol 
conjunto; por ejemplo, el cálculo de un logaritmo no está dofinido 
pora los números negativos. La extracción de una rali cuadrada de 
los números positivos está definida, mas de manera no univoca. No 
obstante. Incluso si una operación está unívocamente definida para 
todos lo» elemontos. el resultado de su realización puede no consti¬ 
tuir un elemento del conjunto dado. Consideraremos una oporación 
de división en el conjunto do los números positivos enteros. Está 
claro que pora cualesquiera dos números de este conjunto la opera¬ 
ción de división es realizable, pero el resultado de su ojccución no 
será necesariamente un número entero. 

Sea dado un conjunto A que contiene al menos un solo eleruonto. 
Diremos que en el conjunto A está definida una operación algebraica, 
si so indica una ley según la cual a todo par de elementos, a y b. 
tomados de dicho conjunto en el orden determinado, so le pon» en 
correspondencia de manera unívoca el tercer elemento c que también 
pertenece al mismo conjunto. 

Esta operación puede llamarse adición y en tal caso c será la 
suma do los elementos a y ó, lo que se designará mediante el 9Ímbolo 
c = a + b: esta misma operación puede denominarse multiplicación 
y entonces c ,se llamará producto de los elementos a y b, lo que so 
designa con el símbolo c =» ab. 

En general, la terminología y la notación para la operación defi¬ 
nida en el conjunto A no desempeñarán en adelanto algún papel de 
importancia. Como regla, haremos uso de la notación de una suma 
o de un producto independientemente de cómo la operación está 
definida en realidad. Si. en cambio, nos hace falta subrayar ciertas 
propiedades generales de una operación algebraica, designaremos la 
oporación con el símbolo •. 
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Recurriendo a unos ejemplos sencillos, veamos qué peculiaridades 
puede tener una operación algebraica. Supongamos que el conjunto -4 
representa en sí una totalidad de todos los números racionales posi¬ 
tivos. Introduzcamos para los elementos de este conjunto las opera¬ 
ciones ordinarias de multiplicación y división de los números y haga¬ 
mos uso do la notación generalmente aceptada. No es difícil compro¬ 
bar que ambas operaciones en el conjunto .4 son algebraicas. Sin 
embargo, sí en la operación de multiplicación ab « ba para todos los 
elementos do A, es decir, si la indicación del orden de los elementos 
no es esencial, para la operación de división, por el contrario, el 
orden de los elementos resulta muy esencial, pues la igualdad 
a : b — b : a se verifica sólo en el caso en que a « b. De este modo, 
aunque la operación algebraica está definida para un par ordenado 
de elementos, la ordenación de los últimos no es. a vecas, esoncial. 

Una operación algebraica se denomina conmutativa, si el resul¬ 
tado de su aplicación no depende del orden «*u quo se eligen los ele¬ 
mentos, os decir, si para cualesquiera dos elementos a y b del con¬ 
junto dado se verifica la igualdad a» b — b»a. Es evidente que 
entro las operaciones con los números univorsalmonte admitidas la 
ndiclón y la multiplicación son operaciones conmutativas, miontras 
que la sustracción y la división, operaciones no conmutativas. 

Supongamos ahora que se consideran tres elementos arbitrarlos 
a, b, c. Surge naturalmente la pregunta ¿qué sentido so atribuirá 
a la expresión a • b»ci ¿Cómo se debe aplicar una operación alge¬ 
braica definida para dos elementos, a los tres elementos? 

Puesto que una operación algvbraica puede aplicar»* solamonto 
n un par de elementos, podemos atribuir un sentido determinado 
a la expresión a • ó• C. encorrando entre paréntesis o bien dos pri¬ 
meros elementos, o bien dos elementos últimos. En el primor caso 
la expresión tomará la forma (a • b) • c\ en el segundo caso, a * (b • c). 
Examinemos los elementos d — a»bye = b-c. Debido a que olios 
son elementos dol conjunto inicial, las expresiones (<i*ó)*c y 
a • (b • c) pueden considerarse como resultado de aplicar una opera¬ 
ción algebraica a los elementos d. c y a, c, respectivamente. 

En general, los elomeutos d»c y a»e pueden resultar .ser dife¬ 
rentes. Consideraremos de nuevo un conjunto de números raciónalos 
positivos y una operación algebraica de división de los números en 
este conjunto. Es fácil convencerse de que. como regla, se tiene 

ÍWí ¡3 MW»- : J&. P °' ((3/2,: 31; (3 ' 4) " “• pero 

Uoa operación algebraica se denomina amlalUia, si para cuales¬ 
quiera tres elementos a, b, e del conjunto inicial se cumple la igual¬ 
dad a . (6 . c) — (a ■ 6). e. 

La asociatividad de una operación permite hablar sobre el reaul- 
lado, unívocamente definido, de aplicar la operación algebraica 
a los tres elementos a, b, e, con la particularidad de que por resul- 
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lado se entiende cualquiera de las expresiones iguales a. (t>- c) 
y (a»b)»e; además la asociatividad no» permite escribir a-6-e 
sin paréntesis. 

En el caso de una operación asociativa se puede hablar también 
sobre la univocidad de la expresión a,»c,« . . . • a, que contiene 
cualquier número finito de elementos a t , a t . a„. Por signifi¬ 

cado de a, • a, . . . «a* entenderemos lo siguiente. En esta 
expresión distribuyamos los paréntesis de un modo arbitrario, con 
tal de que se pueda definirla mediante la aplicación sucesiva de una 
operación algebraica a los pares de elementos. Por ojemplo, para 
cinco elomentos a„ a., a t . a k . a» los paréntesis podrían ser distri¬ 
buidos así: a, • ((a, » a,). (a 4 • a,)) o bien: ((a, • a,) • a,) • (a, • a,) 
o mediante muchos otros métodos. 

Demostremos que para una operación asociativa el resultado do 
cálculo no depende de la distribución de los paréntesis. En efecto, 
para n m 3 esta afirmación se deduce de la definición de operación 
asociativa. Por ello suponemos n > 3 y consideramos que para 
todos los números inferiores a n nuestra afirmación ya está demos¬ 
trado. 

Sean dados los elementos a,. a t .a, y suponemos que los 

paréntesis están distribuidos de una maucra la] que se indica ol 
orden en que debo realizarse la operación. Observemos quo el último 
paso siempro será la realización de la operación con dos elomeulos, 
..a» y a»4,•«*-»••• • «o., par* cierto k que satis¬ 
face la condición 1 •£ * < n — 1. Puesto que ambas expresiones 
contienen menos que n elementos, según la hipótesis ellas » definen 
unívocamente y nos resta demostrar que para cualesquiera enteros 
y positivos *. /, 1 se verifica Ja igualdad 

(ai• a*)«(a***— 

- <*!•««• ••• (**♦!«i•<**♦!*«•••• •«..)• 

Al designar 

•f«,.. 

a »*t • fl »*t • • • • • °**i “ e • 

«*♦!♦» * 

obtenemos, en virtud de asociatividad de la operación, que 
b • (c • d) (ó • c) • d, 

y nuestra afirmación queda demostrada. 

Si la operación no es solamente asociativa, sino también conmu¬ 
tativa, entonces la expresión ajea,» ... «a, tampoco depende 
del orden en que se disponen los elementos. La demostración de esta 
afirmación queda a cargo del lector en calidad de ejercicio. 
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No conviene pensar que la conmutatividad y las asociatividad 
de una operación están ligadas entre sí de tal o cual manera. Se 
pueden construir las operaciones con las más diversas combinaciones 
de dichas propiedades. Va hemos visto en los ejemplos de multipli¬ 
cación y división de los números que una operación puode ser con¬ 
mutativa y asociativa o bien oo conmutativa y no asociativa. Exa¬ 
minemos dos ejemplos más. Supongamos que el conjunto consta de 
tres elementos a . b, c. Prefijemos las operaciones algebraicas por 
medio de las tablas: 



y convengamos en que el primero siempre se elige un elemento según 
la columna, el segundo, un elemento según la fila, mientras que el 
resultado do la operación se tomará en el lugar dondo se intersecan 
lo fila y la columna correspondientes. En el primer caso la operación 
es, evidentemente, conmutativa, pero no asociativa, puesto que, 
por ejemplo, 

(a*b)»c — c»e — e, 
a• (6• c) - ama - a. 

En el segundo caso la operación no es conmutativa, sino asocia¬ 
tiva. de lo que podemos convencemos con facilidad por una compro¬ 
bación inmediata. 


Eje reírlos. 

1. ¿Será algebraica la ©parición da cálculo da tg « aa al conjunto da todo» 

loa númaroa z real»? , . , , , 

2. Consideraremos un conjunto de oúinaros realas z que satisfacen La desi¬ 
gualdad f z | < 1. ¿Sarán algebraicas aa asta coujuoto las oparaclooas de mul¬ 
tiplicación, adición, división y sustracción da lo* números? 

3. Será conmutativo y asociativa U operación algebraica z • jr - z* -r y 
en ol conjunto do lodos loo números reoles z. y? 

á. Supongamos qua un conjuoto consta de un solo elemento. ¿Cómo so 
puedo definir an esta conjunto una operación algebraica? 

5. Construyanse los ejemplos da operaciones algebraicas en un conjunto 
cuyos demento* son también conjuntos. ¿Sorin oslas operaciones conmutativa» 
y asociativas? 

§ 3. Operación inversa 

Supongamos que en el conjun¬ 
to A está dada cierta operación algebraica. Como ya sabemos, ésta 
pone en correspondencia a cualesquiera dos elementos a, b de A un 
elemento tercero c ■» a* b. Consideremos la totalidad C de aquellos 
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«lemcntos do /I que pueden ser representados como resultado do ha¬ 
berse realizado la operación algebraica dada. Por lo visto, cualquiera 
que sea la operación algebraica, todos los elementos de C son. a la 
vez. elementos de A. Sin embargo, no es del todo obligatorio quo 
lodos los elementos de A pertenezcan a C. 

Efectivamente, fijemos en el conjunto A un cierto elemento / 
y pongámoslo en correspondencia a todo par de elementos a, b do A. 
Es evidento que la correspondencia construida do tal raanora es una 
operación algebraica y, además, conmutativa y asociativa El con¬ 
junto C sólo contendrá un único elemento /, independientemente de 
la cantidad do los elementos contenidos en el conjunto A. 

Por medio do una operación algebraica ae determina cuáles, 
precisamente, elementos de A integran C. Sea esta operación tal 
que C coincide con A . es decir, ambos conjuntos contienen los mismos 
elementos. En este caso lodo elemento do A puede ser representado 
como resultado de realización de la operación algebraica dada sobro 
algunos do* elementos del mismo conjunto A. Por supuesto, la 
representación semejante puede sor no Ja única. No obstante, llega¬ 
mos a la conclusión de que a todo clomento de A so le puede poner 
un correspondencia los pares determinados de elementos do A. 

Asi pues, la oporación algebraica inicial engendra en el conjun¬ 
to /l otra operación. Esta última puedo no ser univoca, puesto 
quo a un solo elemento se le puede ponor en correspondencia más 
quo un par de elementos. Poro, incluso «iendo univoca, la operación 
no será algebraica, dado que está definida no para cualquier par 
de elementos, sino sólo para un único elemento, aunque esto último 
puede ser arbitrario. Con relación a la operación algobraicn dada 
sería natural atribuirle a esta nueva operación el nombro do opera¬ 
ción “Inversa". Sin embargo, en realidad por operación ¡ovorsa 
entenderemos una noción algo diferente, tnás próxima al concepto 
de operación algebraica. 

Cabe observar que la investigación de la operación "inversa" es 
oquivolonto a la investigación de aquellos «demonios u, v que satis¬ 
facen la igualdad 

u-u-6 (3.1) 

para diforentos olementos b. La investigación de la ecuación dada 
respocto de dos elementos u. v se reduce con facilidad a la investi¬ 
gación do dos ecuaciones respecto de un »lo elemento. Con esto fin 
basta fijar uno do olios y determinar el otro, sirviéndose de la ecua¬ 
ción (3:1). Asi pues, la investigación de la operación “¡nvorsa" es 
equivalente matemáticamente a la resolución de las ecuaciones 
a*z — 6, ya » b (3.2) 

respecto de los elementos x. y de A para diferentes elementos fija¬ 
dos a, 6 do A. 
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Supongamos que las ecuaciones (3.2) tienen soluciones v. ade¬ 
más, únicas, para cualesquiera a. b. Entonces, a todo par ordenado 
do elementos a. b de A podemos ponerle en correspondencia los de¬ 
monios x, y de A unívocamente definidos, es decir, podemos intro¬ 
ducir dos operaciones algebraicas. Estas operaciones se llaman ope¬ 
raciones inversas derecha e Izquierda, respectivamente, con relación 
a la operación principal. Si dichas operaciones existen, diremos que 
la operación principal tiene operación inversa. Observemos que ol 
ejemplo considerado arriba muestra que una operación algebraica, 
siendo incluso conmutativa y asociativa, puede no tañer operaciones 
inversas, ni la derecha ni la izquierda. 

La existencia de la operación inversa significa on realidad que 
oxiston. en general, dos operaciones algebraicas diferentes: operacio¬ 
nes inversas derecha e izquierda. Por asta ratón hemos do hablar 
sobro diferentes elementos j. y. En cambio, ai una operación alge¬ 
braica es conmutativa y existe para ella la operación inversa, enton¬ 
ces. evidentemente, x ® y. y la operación invorsa derecha coincido 
con la izquierda. 

He aquí algunos do los ejemplos. Supongamos que el conjunto A 
representa on sí todo el eje real y la operación algebraica consisto 
on ln multiplicación ordinaria de los números. Esta operación en ol 
conjunto dado no tiene operación iavtrsa. puesto que. por ejemplo, 
para a — 0, b — 1. las igualdades (3.2) no pueden tener lugar, cuales¬ 
quiera que sean los número» x o y. Si. en cambio, examinamos una 
oporoción do multiplicación prescrita solamente en el conjunto de 
números positivos, osta operación, ahora, ya tendrá lo mvorsa. 

En efecto, para cualesquiera números positivos a y b exislun los 
número» positivos x. y —los únicos— que satisfacen las igualdades 
(3.2). Lo operación invorsa on el caso dado no os otra cosa que divi¬ 
sión de los números. El hecho de que en realidad r — y, no tiene «o 
las condiciono® dadas niogún i ulerea para nosotros. 

Lo operación de adición de los números no tiene invorsa, si está 
definida en el conjunto de números positivos, puesto quo. por ejomplo, 
jas igualdades (3.2) no pueden verificarse, cualesquiera que .van 
los números positivos x, y, siempre que a — 2, b — 1. Si. en cambio, 
la operación de adición do los números está dada en todo el oje real, 
entonces la operación inversa existe y es nada más que la sustracción 
de números. 

El ejemplo con las operaciones de multiplicación y adición do 
los números muestra que las operaciones directa e inversa pueden 
poseer unas propiedades más diversas. No es del todo obligatorio que 
do la asucia.tividad y lo conmutatividad de una operación algebraica 
provonga la ásociatividad y Ja conmutatividad de la operación inver¬ 
sa, incluso si ésta existo. Más aún. como ya se ha señalado más 
arriba, una operación algebraica conmutativa y asociativa simplemen¬ 
te puede no tener operaciones inversas, ni la derecha ni la izquierda. 

efíliJi 
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Estos ejemplos sencillos indican una circunstancia de importan¬ 
cia más. Examinemos otra vez la operación de multiplicación on un 
conjunto de números positivos. Para tal operación las operaciones 
inversas derecha e izquierda coinciden y representan on ai división 
de los números. Puede parecer a primera vista que ahora para la 
operación de división de los números la operación inversa consistirá 
en multiplicación de los números. No obstante, esto no es del todo 
asi. 

Efectivamente, escribamos las ecuaciones correspondiente!! (3.2) 
a : x — b. y : a - b. 

Es evidonta que 

x - a : b. y — a • b. 

Por consiguiente, la operación inversa derecha para dividir loa núme¬ 
ros es de nuevo la divuíón de los números, mientras que la operación 
inversa izquiorda es la multiplicación de los números. Do oslo modo, 
una operación, inversa a la inversa, no coincide necesariamente con 
la oporaclón algebraica inicial. 


cioi 


I. ¿RxistirSn las operaciones id 


<u algobraira* definida» por le» labia» (2.1)? 

2. JQui representan en ai la» operación*» Id 
i la operación algebraica * • y •• ji/deflnld» 


Ejercidos. 

derecha» s Izquierda» para la» opera- 


lavara»» derecha • itqulorda 
un conjunto de lo» números 


» derecha e Izquierda eoincl- 


para I . 
positivos m, y? 

3. Damuéatme que >i las operación 
dan. entonce» la operación algebraica inicial •» conmutativa. 

4. Domuóatrese que *i una operación algebraica tiene la Inversa, onlonces 

la» operaciones Inver»»» derecha e tiqaierda tambWn tienen mu invente». <!Qu4 
representan en si esta» operación»’ ... 

5. Construyale un ejemplo de le operación algebraica para la cusí las 
cuatro operación»», Invenua e tas inversas, eon toda» colncldenle» con la opera¬ 
ción inicial. 


$ 4. Relación de equivalencia 

Observemos que en al examen 
realizado de las propiedades de una operación algebraica suponíamos 
implícitamente la posibilidad de quo cualesquiera dos clomentos del 
conjunto puedan sor comprobados: si son coincidentes entre si o no 
lo son. Más aún, los elementos coincidentfts fueron tratados con toda 
la facilidad sin establecer diferencia entre ellos en ninguno de los 
casos. Nunca suponíamos quo los elementos coincidentos representan, 
de hecho, un solo elemento y no son los objetos diferentes. En reali¬ 
dad, sólo hemos aprovechado el hecho de que cierto grupo do elemen¬ 
tos, que so llamaban iguales, en ciertas condiciones se pone do mani¬ 
fiesto de una manera idéntica. 
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Con tal situación nos encontramos con frecuencia. Al investigar 
las propiedades generales de los triángulos semejantes, no hacomos 
distinciones, en realidad, entre ningunos de los triángulos que tienen 
ángulos iguales. Desde el punto de vista de las propiedades quo so 
conservan en una transformación de semejaora, los triángulos men¬ 
cionados no se distinguen y podrían denominar» “iguales". Al inves¬ 
tigar loa criterios de igualdad de los triángulos, no establecemos 
diferencia entre aquellos que están dispuestos por diferentes Jugaros 
del plano, pero pueden ser hechos coincidentes durante su despla¬ 
zamiento. 

En las más diversas situaciones nos encontraremos con la necesi¬ 
dad de partir tal o cual conjunto en los grupos de elementos unidos 
entre sí según cierto criterio. Si en estas circunstancias ninguno 
do los demonios pertenece a los dos grupos diferentes, diremos quo 
se trata de la partición de un conjunto en grupos disjuntoso en clases. 

Los criterios según los cuales los elemontos de un coujunto so 
parten en clases, aunque pueden ser muy distintos, sin embargo, 
no son del todo arbitrario**. Supongamos, por ejemplo, que desearía¬ 
mos partir en clases lodos los números reales incorporando los númo- 
ros a y b a una misma clase cuando, y sólo cuando, b > a. Entonces, 
ninguno de los números a puede caer a una claso consigo mismo, puesto 
que fluoes mayor que el propio a. Por consiguiente, no puede existir 
ninguna partición en clases según el criterio dado. 

boa dado un cierto critorio. Convengamos en considerar que res¬ 
pecto a todo par de elementos a. b del conjunto A podemos decir 
que o bien el elemonto a está ligado con el elemento b mediante el 
criterio citado o bien no está ligado con él. Si el elemento a ostá 
ligado con 6, escribiremos a ~ b y diremos quo a es equivalente a b. 

El análisis do los ejemplos más sencillos ya nos dicta aquellas 
condiciones que deben sor satisfechas por oí criterio para que se 
puede realizar, sobre la base de éste, una partición del conjunto A 
en clases. A saber: 

t. La reflexividad: a ~ a para todo a £ A. 

2. La simetría: si o ~ 6. entonces b ~ a. 

3. La transitividad: si a —• b y b ~ c, entonces a e. 

Un criterio que satisface estas condiciones, so denomina relación 
de equivalencia. 

Demostraremos quo cualquier relación de equivalencia permito 
partir un coojunto en clases. Efectivamente, sea K a un grupo de 
elemontos de A equivalentes al elemento fijado a. Debido a la pro¬ 
piedad de reflexividad, a ( K a . Probemos que dos grupos K a y Kt, 
o bien coinciden o bien no tienen elementos comunes. 

Supongamos que cierto elemento e pertenece a K u y a Kf. es 
decir, c ~ o ye -v 6. En virtud de la propiedad de simetría, a —- e, 
y, debido a la propiedad de transitividad. a ~ b y. por supuesto, 
b — a. Ahora, si x £ K„, entonces x a y. por lo tanto, z ~ b. 
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Pa decir, x f K h ■ Análogamente. m i í ff, » desprende que x f Á'„. 
De esto modo, dos grupos que llenen al menos un solo elemento 
común, son totalmente coincidentes y hemos obtenido realmente 
la partición del conjunto A en clases 

Desde el punto de vista del criterio en consideración, cualesquiera 
dos elementos pueden ser o bien equivalentes o bien no equivalentes. 
Nuda cambiará, si denominamos iguales los elementos equivalentes 
(Icón relación al criterio dado!» y desiguales los no equivalentes 
(Icón relación al mismo criterio 1 )- 

Podría parecer que en este caso despreciamos el sentido do la 
palabra «iguales», es que ahora unos elementos, iguales según un 
criterio, pueden resultar ser desiguales para otro criterio. No obstante, 
en esto no hay nada que no sea natural En todo problema concreto 
los elementos se distinguen o no se distinguen solamente respecto 
do aquellas propiedades que son de interés para nosoiros precisamente 
«n el problema dado. Entre tanto, en los problomaa diferente» pode¬ 
mos revolar intorós hacia diferentes propiedades de los mismos ele¬ 
mento?. 

En lo sucesivo consideraremos que siempre, cuando sea necesario, 
para los olomentos de un conjunto debe ser definido un critorio de 
igualdad que permita decir que el elemento a e» igual al elemento b 
o no os igual a éste. Si el «lemonto a os igual al elemento 6, escribi¬ 
remos a — b. y a b, en el caso contrario. Supondromos también 
que el criterio de igualdad es la relación de equivalencia. En oslo 
caso las condiciones de refloxividad, sjmotria y txansltividad pueden 
considerarse como rofloxión da las propiedades más gonorales do una 
rolación ordinaria de igualdad de los números. 

La introducción do la rolación do igualdad permite partir todo 
el conjunto on las clases de elomooto» lo» cusios, en virtud de una 
u otra ratón, hemos decidido considerar iguales. Quiere decir, la 
diíorencia ontre los olomentos quo integran una misma clase no nos 
toca do ninguna manora. Por consiguiente, on todas las situaciones 
quo han do ser considoradas en lo sucesivo, los olomentos llamados 
iguales deben ponerse de manifiesto de un modo igual. 

Al introducir la rolación de igualdad de una manora axiomática. 
es decir, sin referencias a la naturaleta concreta de los olomentos, 
convengamos en considerar que el uso del signo do igualdad sólo 
significa quo los olomentos dispuestos por ambos lados do oate signo 
simplemente coinciden: esto os un mismo elemento. Si el signo de 
igualdad se emplea de la manera indicada, las propiedades de roflexi- 
vidad, simetría y transitividad no requieren un acuerdo especial. 
Al partir el conjunto en las clases do elementos iguales, toda clase 
so compondrá do un único elemento. 

En ol caso en quo la relación de igualdad se introdutea basándose 
sobre la naturaleza concreta de los.elementos, puede suceder que algu¬ 
nas o incluso todas las clases de elementos iguales se compondrán 
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de más de un elemento. Esto requiere que al introducir talos .1 cuules 
operaciones con los elementos, se deben imponer ciertas exigencias 
adicionales sobre las propias operaciones. 

En efecto, .según so ha acordado, los elementos iguales deben 
ponerse de manifiesto de una manera igual. Por esta razón, toda 
operación que se introduce, siendo aplicada a los elementos iguales, 
ha de conceder ahora los resultados iguales. En realidad nunca uos 
detendremos en la comprobación de que esta sugerencia se cumpla, 
prestando al propio lector la posibilidad de convencoreo de Jn validol 
de la propiedad citada para todas las operaciones introducidas. 


Ejercicios. 

1. ¿Pueden partirse iodo* kw paitos del globo terrestre eo dates. Incorpo¬ 
rando a una misma clase dos paisa* cuando, y «¿lo cuando, ellos tienen la fron¬ 
tera común? SI no as posible, ¿por qué» 

2. Examínenos ua conjunto de ciudad» que tienen tím de comunicación 
por automóvil. Llama remo» ligada* doe dudadas A y B, ti da A eo pondo llegar 
a H por carretera. «So pueden partir las ciudades, según dicho criterio, en clases? 
J»i es posible, ¿qué representan an sí las clases 

3. Llamaremos dos números rompía»» ayo iguale» en modulo, *1 I a | - 
- | ó I ¿Sara eate criterio la relación de equivalencia? «Qué representa no si 
U partición an claaaa? 

4. EtamiiMnios las oporaciooet algebraicas de adleión y multiplicación 
de los números complejos ¿Cómo operen en las clases de dementes igualo» en 
módulo? 

5. Construyanse los ejemplo» da operaciones algebraicas eo el conjunto 
definido en ol ejercicio 2. «Cómo mías operar ioom actúan an la* clases? 


§ 5. Segmento* dirigido» 

Lo» ejomplob examinado» arriba 
puedon crear la impresión do que todo» los razonamiento» acoren 
do las operaciones sobre elementos de lo» conjunto» sólo so relacionan 
con las operaciones sobre diverso»conjunto* de números Sin embargo, 
oslo no os así. En adelante daremos a conocer vario» ejemplo» de 
con Juntos no numéricos con operaciones, pero por ahora considerare¬ 
mos solamente un ejemplo el cual siempre sera el objeto de nucslns 
referencias a lo largo de lodo el curso. 

Los conceptos más fundamentales de la fiaira son tules nociones 
como fuerza, desplazamiento, velocidad. aceleJucion. Todas oslas 
nociones se caracterizan no sólo por un número, que determina su 
valor, sino también por cierta dirvcnón. Construyamos ahora un aná¬ 
logo geométrico de lo» nociones semejantes 

Sean dados en un espado do> puntos distinto» A y H. En una 
línea recta que pasa por los puntos estos último» determinan «le 
modo natural cierto segmento Convengamos en considerar que los 
puntos siempre se dan en un orden determinado, por ejemplo, pri¬ 
mero se fija A y después. H. Nbora podemos determinar la dirección 
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un ol «vgmewto construido. a saber, la dueccióu del primer punió A 
ni segundo punto B. 

I. n selucillo, considerado juuto ron la dirección prefijada en 61, 
so doiiouiiiia tegmento dirigido con el origen .-1 y el extremo B. El 
sognieuto dirigido se llamará en otras palabras vector y el punto A, 
punto de aplicación del vector. Un vector con el punto de aplicación 
A lo denominaremos filado en el punto A. 

Para los segmentos dirigidos o vectores empleáramos dos formas 
de su designación Si liemos de recalcar que se trata de un segmento 
dirigido cayo origen so ubica en el punto 
A y el extremo. en el punto B, escribi¬ 
remos el símbolo AH Si no nos interesa 
cuáles precisamente puntos do un seg¬ 
mento dirigido son de frontera, entonces 
en este caso empleáramos designaciones 
mis sencillas, por ejemplo, las letras 
latinas minúsculas. En los dibujos los 
segmentos límpidos se designarán por 
medio de las fie» lias, con la particularidad 
de que la punta de !n flecha siempro se 
dispondrá en el punto final del segmento. 
Kn lodo segmento dirigido c* esencial cual de loa puntos frontera 
constituyo su origen y cuál, su extremo. Por esta raión, los segmen¬ 
tos dirigidos Ah y HA so consideran diferentes. 

Asi pues, podemos construir diversos conjuntos cuyos elomontos 
serán segmentos dirigidos. Antes de introducir las oporacinoc« «obro 
elomontos, llegaremos a un acuerdo de qué segmentos dirigidos so 
considerarán iguales. 

Examinemos primero un traslado paralelo del segmento dirigido 

AB en ol punto C Supongamos que el punto C no se dispone on una 
recta que pasa por A y B (fíg. 5.1). Tracemos una recta que pasa por 
los puntos A y C. después, una re<U que pasa por el punto C y es 
paralóla a la recu AB y. por fin. una recta que pasa por el punto B 
y f os paralela a la recta AC. El punto de intersección de las dos 6IU- 

mas rectas se designará mediante D. El segmento dirigido CD se 
considerará obtenido como resuludo de trasladar paralelamente el 

segmento AB en el punto C. Si. en cambio, el punto C se ubica on 
la recia que pasa por A y B. entóneos el segmento CD se obtiene por 

el desplazamiento del segmonto AB a lo largo de la recta quo locon- 
tiene hasta que el punto A coincida con el punto C. 

Ahora se puede enunciar la definición de igualdad de los vectoras. 
Dos vectoras se denominan iguales, si se pueden hacer coincidir en 
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el transcurso del traslado paralelo. \o es difícil ver que esta defi¬ 
nición de igualdad es la relación de equivalencia, es decir, posoe 
las propiedades de reflexividad, simettia y tranaitividad. 

De esto modo, la totalidad de todos los vectores se divide de modo 
natural en unas clases de vectores iguales. Cada una de estas clases 
so describe sin dificultades. Se obtiene por medio del traslado para¬ 
lelo de cualquiera de los vectores de la clase eu todos los puntos del 
espacio. 

Observemos que en todo puoto del espacio se halla fijado un vec¬ 
tor y sólo uno, de cada clase de los vectores iguales. Por esto, al 
comparar los vectores a, b se puede usar el siguiente procedimiento. 
Habiendo fijado un cierto punto, traslademos paralelamente on 
esto punto los vectores a, b. Si, en este caso, olios coinciden por com¬ 
pleto, entonces a — b. y a b. en el caso contrario. 

Adornás do un conjunto compuesto por todos los vectores dol 
espacio, trataremos con frecuencia unos conjuntos de otro género. 
En lo principal, serán los conjuntos de vectores o bien paralelos 
» cierta linea recta o dispuestos en ésta, o bien paralulos o cierto 
plano o dispuestos en éste. I-os vectores de tal índole los llamaremos 
coUneaU* o coplanarn, respectivamente. Na tnr.il monte en los con¬ 
juntos de vectores colinoales y coplanares sigue siendo válida la 
definición do igualdad de los voctores enunciada más arriba. 

Considera romos también los asi llamados jegmentos dirigidos 
nulos cuyos origcncs coinciden con loe extremos. La orientación 
do los voctores nulos no está definida y todos ellos se consideran, 
por dofiniclón, iguales. Si la indicación do los puntos frontera do un 
vector nulo no es obligatoria, dicho vector se designará por el sím¬ 
bolo 0 . 

También por definición, consideraremos que cualquier vector 
nulo os paralulo a toda rucio y a todo plano. Por esta raxón, siempre 
supondremos en lo sucesivo, si no se hacen reservas especiales, que 
ol conjunto do vectores de un espacio, como también todn conjunto 
de los vectores colinoales y coplanares comprende en sí el conjunto 
de todos los vectores nulos. Esto no se debe olvidar. 


EJerc Icios. 

1. Demuéstrese que loe vectores no nulos de <in espacio pueden ser divi¬ 
didos ca clases de vectores col id*« les no nulos. 

2. Demuístrese que cualquier clase de vectores colmes los no nulos se la 
puede dividir en clases de vectores iguales no nulos. 

3. Demuéstrese que toda clase do voctores iguales no nulos so incorpora 
integramente a una y sólo una clase de vectores colines!» no nulos. 

4. ¿Pueden dividirse las vectores no nulos da uu espacio en las clases 
de vectores coplanareí? ¿Si no se divideo, por qué? 

3. Demuéstrase que tolo conjunto de vectoras coplanares no nulos so lo 
puede dividir en las clases de vector» eolio»les oo nulos. 
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6. Demuéstrese que lodo por do diferentes clases de los vectores colioules 
no aula* se incorpora integramente a uno y solo un conjunto de vectores coplaua- 
ras no nulos. 

§ 6. Adición de los segmentos 
dirigidos 

Como ya se ha indicado, la fuer- 
«a, el desplazamiento, la velocidad y la aceleración son imágenes 
de los segmentos dirigidos construidos por nosotros. Para que estos 
segmentos resulten útiles en la resolución do diferentes problemas 
físicos, se debe, al introducir las operaciones con ellos, tomar en 
consideración también las analogias 
físicas correspondientes. 

Está bien conocida la operacióu de 
adición da fuerzas quo se realiza según 
la asi llamada regla del paralologramo. 
Conforme a esta misma regla so suman 
también los dcsplatamicntos, las velo¬ 
cidades y las aceleraciones. Do acuerdo 
con la terminología introducida, ©ato 
operación es algebraica, conmutativa y asociativa. Nuestra tarea 
inmediata consiste en construcción de una operación aomojanto sobre 
los segmentos dirigidos. 

Definamos la operación da adUlvn de losrectores dol modo siguien¬ 
te. Supongamos que es preciso sumar los vectores a y 6. Traslade¬ 
mos paralelamente el vector b en el extremo del vector a (flg. 6.1). 
Entonces, se llamará suma a + b un vector cuyo origen coincide con 
el origen da o y el extremo, con el extremo de b. Esta regla para 
realizar la operación se donomína. comúnmente, «regla del triángulo ». 

Es evidente que la operación de adición de los vectores es alge¬ 
braica. Demostremos que es conmutativa y asociativa. 

Para demostrar la conmuUtividad de la operación supongamos 
al principio quo los vectores a y 6 no son colineales. Dispondrémos- 
los on el origen general O (íig. 6.2). Designaremos con las letrqs 
A y B loa extremos de los vectores a y 6, respectivamente y conside¬ 
raremos el paralelograrao OBCA. De la definición de igualdad de 
los vectores se deduce que 

= AC-OB-t>. 

Pero, en este caso, una misma diagonal OC del paralelograrao OBCA 
es. a la vez, a + b y b -p a. El carácter colineal de los vectores 
a y 6 es obvio. 

Observemos que al mismo tiempo hemos obtenido otro método 
para construir la suma de los vectores. A saber, si en los vectores a, b 
fijados en un punto, está construido nn paralelogramo. su diagonal 
fijada en el mismo punto será la suma a + 6. 
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Con ol objeto de demostrar la asociatividad de la operación de 
adición, apliquemos el vector a al punto arbitrario O, el vector b, 
al extremo del vector a y el vector c, al extremo del vector b (fig. 6.3). 
Designemos con A, B. C los extremos de los vectores a, b. e. 
Entonces 

(fl + 6) + c- IOA-~Tb) + BC-- OB-rBC~-OC, 


<y+(b + e)-OA-r(AB+BC)-OA + AC*.OC. 

Por ser transitiva la relación de igualdad de los vectores concluimos 
que la asociatividad de la operación también tiene lugar. 


8 




Les propiedades demostradas de la operación de adición de vecto¬ 
res permiten calcular la suma de cualquier númoro do vectores. Si 
ol vector a, se aplica al extremo del vector ol vector a„ al extre¬ 
mo dol vector a,, etc. y. por último, ol vector a„, al oxtremo del 
vector o*.,, entonces la suma a, -f a, + . . . + a, representará un 
vector cuyo origen coincide con el origen de a, y el exlrumo, con 
el de a«. Esta rogla para construir las sumas de vectores se denomi¬ 
na eregla de cierre de una quebrada hasta completar un polígono ». 

Planteemos ahora una pregunta sobre la existencia do la opera¬ 
ción inversa para sumar los vectores. Como es sabido, para contes¬ 
tarla ea preciso investigar la existencia y unicidad de la solución 
do la ecuación 

a + x — 6. p + a — 6 

para los vectores a, b arbítranos En virtud de quo la operación 
principal es conmutativa, será suficiente, evidentemente, investigar 
sólo una de las ecuaciones. 

Tomemos un segmento dirigido arbitrario AB. Mediante una 
construcción geométrica elemental establecemos que siempre se veri¬ 
fican las correlaciones 

'ÁB+BA- 0. AB + O-ÁB. (6.1) 
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Por ello, la ecuación 

A 8 + 4 -CD. (6 2) 

para cualesquiera vectores AB y CD, tendrá, a ciencia cierta, por 
lo menos uno solución, por ejemplo. 

X=BA+CI). (6.3) 

Supongamos que la ecuación (G.2) queda satisfecha, además, por 
cierto otro vector z, es decir. 

ÁÍi+fCb, Añ-i^CD. 



Flff. A 4 


Entonces, sumando HA n araU' miembros de estas igualdades, 
obtenemos, al tomar en consideración (6.1), que x ■- BA + CD, 

z — HA j CD y. por consiguiente, x - z. 

De o<tP modo, para la operación de adición introducida por noso¬ 
tros existe una operación inversa. Ella se denomina operación do 
tuslracción de vectores. Si para los vec¬ 
tores a. b, c tiene lugar la igualdad 
a + e 6, ctctlbírtmos timbólicamente 
que c — b — a. El vector b — a, defi¬ 
nido unívocamente por los vectores b y 
a, se llama di/erenclj de vectores. Un 
poco más larde daremos la argumentación 
para tal designación y tul nombre. 

Es fácil indicar la regla para construir 
diferencia entre dos vectores dados a y b. 

Apliquemos estos vectores a un punto co¬ 
mún y construyamos en ellos un paralelogramu (fig. 6.4). Ya hornos 
señalado anteriormente que una diagonal del paralelogranm os la suma 
do los vectores dados. La otra diagonal, como es fácil de ver, es la 
diferencia de los mismos vectores. La regla descrita para construir 
la suma y la diferencia de los vectores se llama, comunmente. “regla 
del paralclogrnmn ". 

Observemos que podríamos definir la oporaciún de adición no 
para el conjunto de todos los vectores de un espacio, sino sólo para 
uno de los conjuntos de vectores colinea Ies o coplanares. La suma 
de dos vectores de cualquier conjunto de tal tipo pertonecerá de nuevo 
al mismo conjunto. Es por esto que la operación do adición de vecto¬ 
res queda algebraica en este caso también. Más aún, dicha operación 
sigue conservando todas sus propiedades y, lu que os de mayor impor¬ 
tancia. posee, como antes, la operación inversa. La validez de esta 
última afirmación se desprende de la fórmula (6.3). Si los vectores 
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AB y CD son paralelos a cierta recta o a cierto plano, entonces es 
ovidente que será paralelo también el vector BA + CD o bien, quo 

es lo mismo, el vector de la diferencia CD — AB. 

Así pues, la operación de adición de los vectores es algebraica, 
conmutativa, asociativa y tiene operación inversa en loa conjuntos 
do tres tipos. Estos son: el conjunto do vectores de un espacio, ol 
conjunto de vectores colineales y el conjunto de vectores coplanares. 


Ejercicios. 

1. A uno do los vértices da un cubo estén aplicadas tras fuertes iguales 
en valor y dirigidas a lo largo da las aristas. ¿Cuál os la dirección da la suma 
do «atas fuertes? 

2. Sun dadu tras clasw dlfarentos da los vectores colines lev ¿En qué 
cssu cualauior vector del espacio puede ser rvpmaotado como suma de trrs 
vector.** de estas datos? 

3. A loo vértices da un polígono regular astiu aplicadas la» Cuertas iguales 
por su valor y dirigidas hacia el caatro. ¿Cuál sari la suma do estas fuoraas? 

¿Qué rourvunle so •( el conjunto da sumas da los vocloru tomados 
do dos ciatos di (aran tes da los vectores coli aulas? 


§ 7. Grupos 

Los conjuntos eon una oporaclón 
algobralca son «n cierto sontido los más sencillos, razón por la cual 
parece natural empezar nuestras investigaciones procuamenlc por 
talos conjuntos. Tomaremos por axiomas las propiedades de la ope¬ 
ración y después deduciremos de éstos los corolarios. Esto nos permito 
en lo tucetlvo aplicar inmediatamente los resultados do nuestrns 
investigaciones n lodos los conjuntos, ©o los cuales las oporacionos 
tionen propiedades análogas, independientemente do las peculiari¬ 
dades concretas. 

Se dono mina grupo un conjunto G con una operación algebraica 
que os asociativa (aunque no sea necesariamente conmutativa), con 
la particularidad de que para dicha operación debo existir operación 
inversa. 

Ha de notarse que la operación inversa no puede considerarse 
como segunda operación Independiente en el grupo, puesto que ella 
se detormina en términos de la operación principal. Según lo aceptado 
en la teoría de los grupos, llamemos multiplicación la operación 
prefijada onCy convengamos en emplear las notaciones correspon¬ 
dientes. Autos de empezar a considerar los ejemplos diferentes do 
grupos, deduzcamos unos corolarios más sencillos de la propia defi¬ 
nición. 

Examinemos un elemento arbitrario a del grupo G. Del hecho 
de que en el grupo existe la operación inversa se desprende la existen- 
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cía d© un único elemento e a de tai índole que ae a = a. Por consi¬ 
guiente, cuando el elemento a se multiplica a la derecha por el e a , 
esto último desempeña el mismo papel que en la multiplicación 
de los números pertenece a la unidad. Ahora, sea b cualquier otro 
elemento del grupo. Bs evidente que existe un elemento y que satis¬ 
face la igualdad ya » h. Obtenemos pues 

6 - V a - V (<*•) “ (Va)«. - **.- 


Asi, e a desempeña el papel de la unidad derecha respecto a todos 
los elementos del grupo G. y no sólo respecto de a. El elemento quo 
poso© la propiedad semejante debe ser único. Efectivamente, todos 
ios elementos de asta índole satisfacen la ecuación ax — a. poro, 
conformo a la definición de operación inversa, dicha ecuación lleno 
uno única solución. Designaremos el elemento obtenido modiaut* e'. 

Análogamente se puede demostrar la existencia y unicidad on 
el grupo G del elemento e' que satisface la igualdad e'b - h para 
todo elemento h de G. En realidad los elementos e' ye' coincidon, 
lo que so deduce de las igualdades iV -• e" y e'e — 

De este modo hemos obtenido el primer corolario importante: 
en cualquier grupo G existe un elemento e .. además, úrico que satis¬ 
face las igualdades 


para todo a de G. Esto olemento recibo el nombre de eiomento unidad 
del grupo G. 

De la definición do operación inversa se desprendo también la 
existencia y unicidad, para todo elemento a. de tales elementos 
a' y o' que 

ao' — e, a'a « a. 

Estos se denominan elementos inversos derecho e izquierdo, res¬ 
pectiva meato. Es fácil mostrar que en el caso dado ellos coincidou. 
fin efecto, examinemos el elemento a'aa' y calculémoslo empleando 
dos procedimientos diferentes. Se tiene 

a'aa' «= a' (aa') = aV » a', 
a'aa' = (a'a) a' - ea' - a'. 

Por consiguiente, a" — a', fisto elemento se llama Inverso al 
elemento a y se designa mediante a - *. 

Hemos obtenido, pues, el segundo corolario de importancia: 
en todo grupo G cualquier elemento a posee un único elemento inverso 
a“‘, para el cual 

aa~ l = a~ l a = e. (7.1) 

Basándoso en la asociatividad de la operación de grupo se puede 
hablar sobre la univocidad del producto de cualquier número finito 
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do olemenlos del grupo prefijados (al tener en cuenta la no conmu- 
tatividad eventual de la operación de grupo) en el orden determi¬ 
nado. Tomando en consideración las correlaciones (7.1). no es difícil 
señalar la fórmula general para un elemento inverso al producto. 
A saber, 

(a,o, ... ... aí l . (7.2) 

De la correlación (7.1) se deduce que de elemento inverso respecto 
de a -1 sirve el propio olomento a. y el elemento inverso para la uni¬ 
dad será la propia unidad, es decir 

(a-*)-‘ - a. e- 1 - e. (7.3) 

La comprobación de que ai es o no un grupo, el conjunto con una 
operación asociativa, se facilita mucho gracias al hecho de quo en la 
dofiuición de grupo el requisito de que «o cumpla la operación invoraa 
puedo sustituirse por la suposición de que existen la unidad y loa 
olomantos inversos y existen, además, sólo por un lado (a la derecha, 
por ejomplo) sin que se suponga la unieidad do la unidad y de loa 
oloinontos citados. Para precisar, resulta válido el siguiente 

rtouBsiA f.i. El conjunto G con una operación asociattiHi será 
un grupo, ti en G existe al menos un elemento e que poste la propiedad 
de que ae — a para todo a perteneciente a G. y respecto de tste todo 
elemento a de G tiene aunque un elemento inverso derecho a- 1 , es decir, 
«ia _l — e. 

okmostr ación. Sea a~ l uno de los elementos inversos derechos 
para a. Se tiene 

aa~‘ -1 - lí ■ eaa~ l . 

Multipliquemos ambos miembros de esta igualdad a la derecha 
por uno do los elementos que sou derechos e inversos para a" 1 . Obten¬ 
dremos que ae — eae, do dondo » desprende la igualdad a — ea, 
puesto quo e os la unidad derecha para G. De este modo, el elemen¬ 
to e resulta ser también la unidad izquierda para G. 

Luogo, si e' es una unidad arbitraria derecha y e'. una unidad 
arbitraría íxquierda. entonces de las igualdades e V — e' y t V — e' 
proviene quo e' =e', es decir, toda unidad dorecha equivale a cual¬ 
quiera izquierda. Con esto quedan demostradas la existencia y uni¬ 
cidad en el conjunto G del elemento unidad el cual se designará de 
nuevo modiante e. 

Ahora, para todo elemento inverso derecho a" 1 se verifican las 
siguientes correlaciones: 

a“* “ a~ l e = a'^a -1 . 

Multipliquemos ambos miembros de esta igualdad a la derecha 
por uno de los elementos, derechos e inversos para a' 1 . Llegamos 
a que e a“'a, es decir, el elemento a~ l es. e la vez. elemento inver- 
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so izquierdo para a. Si. ahora, a~ es un elemento inverso derecho 
arbitrario para a y a -1 ", un elemento inverso izquierdo arbitrario, 
entonces de las igualdades 

a-i*aa-f «, (q-»’a)a-** = ca- 1 '— a-»', 
a - l *aa- ,# —a-‘'(ea-‘')* «-*>-= a* 1 * 
se deduce que a -1 ' * a’ 1 '. Esto significa la existencia y unicidad, 
para todo elemento a de G, de un elemento inverso a -1 . 

Ahora no as difícil de probar que el conjunto G será un grupo. 
En efecto, las ecuaciones ox ■» 6, ya — 6 serán, a ciencia cierta, 
satisfechas por los elementos 

x - a-‘¿>, y - ¿*a-‘. 

Supongamos que existen también otras soluciones, por ejemplo, el 
elemento i para la primera ecuación. En este caso de las igualdades 
as - b y as -■ 6 se desprende que ax ~ as. Al multiplicar ambo» 
miembros a la izquierda por el elemento a’ 1 , obtenemos x s. 
Do este modo, el conjunto G es un grupo. 

Un grupo se llama conmutativo o abehano, si la operación do 
grupo M conmutativa. En eate cuso la operación, como regla, recibo 
el nombre de adición y en lugar del símbolo de multiplicación ab 
.suele escribirse el de la suma a -f b. La unidad de un grupo abeliauo 
se llama elemento nulo y se designa mediante el símbolo Ü. La ope¬ 
ración inversa se denomina sustracción y el elemento inverso, opuesto. 
So designa el último por el símbolo —a. Convengamos en considerar 
que, por definición, el símbolo de la diferencia a — b signifícala 
suma a + (—b). 

Si, no obstante, en virtud de tal o cual razón, la operación en 
un grupo conmutativo se llamará multiplicación, entonces la opera¬ 
ción inversa se considerará como división. I«os productos a l h y ha -1 , 
que en el caso dado son iguales, ae designarán mediante b'a y so 
llamarán cociente de.la división de b por a. 

Ejercicios. 

DomufelrrM que los conjuntos a seguir son grupos abelianos. La denomina¬ 
ción do toda operación refleja siempre do la Dotación, sido el contenido. 

1. Rl conjunto: números enteros; la operación: adición do lo» número*. 

2. El conjunto: números complejos, narro cero; la operación: multiplica¬ 
ción do los números. 

3. El conjunto: números enteros múltiplos dsl número 3; la operación: 
sumación de los números. 

4. El conjunto: números enteros racionales; la operación: multiplicación 
de los números. 

5. El conjunto: número* del tipo a — ó V 2. donde e, 6 ron números racio¬ 
nales positivos; la operación: multiplicación de los números. 

6. El conjunto: uo elemento a; la operación se denomina adición y se 
define mediente la igualdad a + a — a. 
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7. El conjunto, números rateros 0, I. 2. .... n — 1; U operación #0 
llama tadleUn utún mtdula n* y consiste en el cálculo del resto no negativo, 
Inferior a n, do la división de una suma de dos números por el número n. 

8. El conjunto: números «oteros t. 2. 3.a — i, donde n os un 

número primo; la operación se llama emulUpluocliH után el ntdulo n» y con¬ 
sisto en el cálculo del reato no negativo, inferior a n, de la división de un producto 
de dos números por el número n. 

9. El conjunto: segmentos dirigidos colineales; la operación: suroación 
do los segmentos dirigidos. 

10. El conjunto: segmentos dirigido* coplanares; la operación: sumación 
de los segmentos dirigidos. 

11. El conjunto- tegmentos dirigidos da un especio; la operación: suma¬ 
ción de los segmentos dirigido*. 

En lo que se refiere a los tres últimos ejemplos hemos de notar quo el ele¬ 
mento nulo d*l grupo aboliano de segmentos dirigidos lo constituirá el segmento 
dirigido nulo y al segmento opuesto para AB será el aogroento tí A. De lo demos¬ 
trado más arriba proviene su unicidad. Loe ejemplo» de grupos no conmutativos 
los aduciremos tnáa Urde. 


$ 8. Anillos y rampón 

Examinemos un conjunto K en 
ol que se han introducido dos operaciones Se llamará adición una 
do ia* operaciones y la otra será multiplicación; se empleará la 
notación correspondiente. Supondremos que ambas oporacionos 
están entrelaxadas mediante la ley distributiva, os decir, para cuales¬ 
quiera tres elementos a. b, e do K tienen lugar las correlaciones 

{a + b) e •» ae + 6c. a (b + c) — ab + ae. 

El conjunto K se llama anillo, si en él oslán definidas dos opera¬ 
ciones: adición y multiplicación, siendo asociativas ambas y ligados 
ontre si por la ley distributiva, con la particularidad de quo la adi¬ 
ción es conmutativa y posee operación inversa. El anillo so denomina 
conmutativo, si la multiplicación os conmutativa, y no conmutativo, 
en el caso contrarío. 

Observemos que cualquier anillo es un grupo abeliano por adi¬ 
ción. Por consiguiente, está provisto de un único elemento nulo 0. 
Uicho elemento tiene la propiedad de que para todo elemento a 
del anillo se verifica la igualdad 

a + 0 - a. 

La definición de elemento nulo se ha proporcionado únicamente 
con relación a la operación de adición. No obstante, respecto a la 
multiplicación este elemento también desempeña un papel singular. 
A saber, en todo anillo el producto de cualquier elemento por el 
elemento nulo as elemento nulo. Efectivamente, sea a un elemento 
cualquiera 1 del anillo A', entonces 

a-0 = a (0 + 0) - «-0 + «-O. 
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Sumando a ambos miembros de esta igualdad el oloraento —a-0, 
llegamos a que a-0 = 0. Análogamente » demuestra que también 
0 -a = 0. 

Al hacer uso de esta propiedad del elemento nulo podemos demos¬ 
trar que en todo anillo para cualesquiera elementos a. 6 es válida 
la igualdad 

(-«o»- -<«<>>• 

En efecto. 

ab + l-a) b - (a -f (-«)) b - 0-6 - 0, 
es decir, el elemento (—a) t es opuesto para el elemento ab. De con* 
formidad con nuestras designaciones podemos escribirlo en la forma 

~(ab). 

Ahora as fácil probar que la ley distributiva ps licita también 
pura la diferencia de elementos. Tenemos 
(a — 6) c — (a + (—6)) e — ae + (—6) e — 

- ac + (-(6c)) - ac - 6c, 
a (6 - c) - a (6 + (-c)) - ab + a (-c) - 

- o6 -f (—(ac)) — ab — ae. 

La ley distributiva, os decir, la regla común para abrir los parén¬ 
tesis, constituye una única exigencia on la definición do anillo que 
liga la adición y la multiplicación. Solamente gracias a esta ley el 
ostudio conjunto de dos operaciones citadas nos suministra más quo 
se podría obtener al estudiarlas por separado. 

Acabamos de demostrar que las operaciones algebraicas en un 
anillo poseen muchas propiedades habituales para las operaciones 
sobre los números. No conviene pensar, sin embargo, que cualquier 
propiedad de la adición y multiplicación de los números queda eu 
vigor para todo anillo, aunque sea este último conmutativo. Asi, 
por ejemplo, la multiplicación de los números poseo uno propiedad 
que es inversa a la de multiplicación por un elemento nulo. A saber 
si un producto da dos númaros es nulo, entonces por lo menos uno 
dB los factores os igual a caro. Esta propiedad ya no es obligatoria 
para un anillo conmutativo, es decir, un producto de los elementos, 
distintos de elemento nulo, puedo resultar nulo. 

Los elementos no nulos cuyo producto es un elemento nulo so 
denomina divisores de cero. La presencia de tales elementos en el 
anillo hace la investigación mucho más complicada y no presta la 
oportunidad de establecer analogía profunda entre los números y los 
elementos del anillo conmutativo. La analogía de este género nos 
la proporciona el examen de los anillos privados de divisores de cero. 

Supongamos quo coa relación a la operación de multiplicación 
en un anillo conmutativo hay un elemento unidad e y todo elo- 
mentó no nulo a tiene elemento inverso a"*. No es difícil demostrar 
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que tanto elemento unidad como el inverso son únicos y, no obstante, 
lo más importante consiste en el hecho de que ahora el anillo no tiene 
divisores de cero. Efectivamente, sea ab = 0, pero a^O. Al mul¬ 
tiplicar ambos miembros de esta igualdad a la izquierda por el ele¬ 
mento a~ l , llegamos a que 

a~ l ab — (a*'a) b — eb = b 


y, por supuesto, a~H) « 0.* Por consiguiente, b » 0. 

De la ausencia de los divisores de cero se deduce que toda igualdad 
se puede reducirla por un factor común no nulo. Si es que ca — cb 
y e =£ 0, entonces c (a — b) — 0, de lo cual deducimos que a — b « 
= 0, es decir, a — b. 

Se denomina campo*) un anillo conmutativo P que contiene un 
elemento unidad y todo demento no nulo tiene elemento inverso. 

Aprovechando la inscripción de un cociente a b en forma do un 
producto oh -1 , podemos probar con facilidad que en cada campo que¬ 
dan en vigor todas las reglas ordinarias Para operar con fracciones, 
teniendo en cuenta las operaciones de adición, sustracción, división 
y multiplicación. A saber: 

« . • m*±tt me tr ~m a 

T ± T 72 —• 77 7' —"”T- 

Además, atb * eld cuando, y sólo cuando, ad — be, ai, natural¬ 
mente, 6 0 y d e* 0. Queda a cargo del lector comprobar la vali¬ 

dol de estas afirmaciones en calidad de los ejercicios. 

Así. desdo el punto de vista do laa reglas ordinarias para operar 
con fracciones, no hay campo que se diferencie de un conjunto de 
números, razón por la cual los elementos de lodo campo I 09 llamare- 
moa números, siempre que. por supuesto, tal denominación no nos 
llovo a una ambigüedad. Como regla, el elemento nulo de cualquier 
campo so designará por el símbolo 0, y el elemento unidad, por el 
símbolo 1 . 

Enunciaremos ahora todos los dalos comunes sobre los elemontos 
de cualquier campo conmutativo que nos harán falta on lo sucesivo. 

A. A todo par de elementos a. b le corresponde un olemento 
a — b, llamado suma de o y 6, con la particularidad de quo: 

1) la adición es conmutativa, a -*- ¿ =- b -f a, 

2) la adición es asociativa, a (6 4- c) = (a. — b) + c, 

3) existo un único elemento nulo 0 tal que a -4- 0 — a para cual¬ 
quier elemento a, 

4) para todo elemento a existe un único elemento opuesto —o 
tal que a + (—a) = 0. 


• Al leual que «o la obra de Kuroseb A. C. «Curso de algebra superior, 
editorial «MlH*. Moscú, considerarnos conveniente, para brevedad y comodidad’ 
emplear el termino «ampo, como on inónimo de .cuerpo conmutativo*. ' 

(A’. u«i Tr.) 
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B. A lodo par de elementos a, b le corresponde un elemento al», 
llamado producto de a y 6. con la particularidad de que: 

1 ) la multiplicación es conmutativa, eb — be, 

2 ) la multiplicación es asociativa. a (6c) — (a6)c, 

3) existe un único elemento unidad i tal que a-i — i-a ■» a 
para todo elemento a, 

4) para todo elemento no nulo a existe un único elemento inver¬ 
so <r‘ tal que aa -l «« a -, a = 1 . 

C. Las operaciones de adición y multiplicación están ligadas 
entre sí mediante la siguiente correlación: la multiplicación 
distributiva respecto de la adición, (a -f 6 ) e — ae + be. 

Los datos citados no pretenden constituir una independencia 
lógica, sino que sólo son una característica cómoda da los elementos. 
Las propiedades A describen un campo desde el punto de vista de la 
operación de adición y dicen que respecto a dicha operación el campo 
constituye un grupo abeliano. Las propiedades B describen un campo 
desde el punto de vista de la operación de multiplicación e indican 
que respecto a dicha operación el campo ao haca un grupo abeliano, 
si del campo se excluye el elemento nulo. La propiedad C describe 
los lazos que unen entre si dos operaciones. 


Ejercicios. 

Demuóttmo que Ice conjunto* 1-7 aon lo* anillo*. puro no lo* campo*, 
mientra. que los conjunto» 8-13 aon Jo* campo*. La denominación de la 
operación reflei» en lodo* lo* caso* no I* notad6o. fino el contenido. 

t. El conjunto: número* «otero»; la» operación**: adición y multiplica¬ 
ción .le los número*. 

2. El conjunto: número* «nleroa múltiplo» de cierto numero n; la* opera¬ 
ciones: adición y multiplicación de loa numero». 

3. El conjunto: números reala del tipo « +- 6 A donde a y 6 son númaro* 
entero»; la* operaciones: adición y multiplicación de los número». 

4. El conjunto: polinomio» con coefitUatae roale. de una variable f. Inclui¬ 
da la constantes; la oporeciona: adición y multiplicación de loa polinomio*. 

5. El conjunto: un tolo elemento «; la operación*» se delinon por la* 
Igualdades i+i"ir «•«*«. 

0. El conjunto- números enteros 0. 1. 2.■ — 1, donde n as un 

número compuesto: la operación*»: adición y multiplicación aegún el modulo n. 

7. El conjunto: paras (a. ó) de números enteros; la operación*» se definen 
mediante Us fórmula 


(«, 4)+( f ,d)-(» + c,»f d): <4. óWr. d) - lee. W). 

8. El conjunto: números raciónale»; la operncione*: adición y multipli¬ 
cación de los número?. 

9. El conjunto: número» ralea; Us operaciones: aditión y multiplicación 

de los números. . , 

10. El conjunto: números complejo*; Us operaciones: adición y multipli¬ 
cación de loe números. 

I». El conjunto: númeroe reala d«l tipo a + b donde a y 6 son núme¬ 
ros raciónala; la operaciones: adición y multiplicación de lo» números. 
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12. Kl conjunto. dos elementos a y b; la» operaciones se definen por las 
Igualdades 

« + e = ó-»-6 = e. e+ó-ó+e-ó, 

«.a- a b- ¿.a» a. b-b-b. 

13. El conjunto: números enteros 0, I, 2, .... n — 1. deuda n es un 
número primo; las operaciones: adición y multiplicación según el módulo n. 

Llamamos la atención del lector ■ que en uno de lo: ejemplos se ba aducido 
un anillo con divisóme da caro. ¿Cuál es al ejemplo? ¿Cnál « la forma general 
do los divisores de cero? 

i 9. Multiplicación del segmento 
dirigido por un número 

Recalquemos una vez más quo 
la operación algebraica se ha definido como operación sobre dos 
elementos pertenecientes a un mismo conjunto. Sin embargo, los 
ejemplos numerosos de la física muestran que a veces resulta razo¬ 
nable también considerar operaciones sobre los elementos pertene¬ 
cientes a diversos conjuntos. Una de tales operaciones es dictada por 
los conceptos de fuerza, desplazamiento, velocidad y aceleración; 
considerémosla recorriendo de nuevo a los ejemplos de segmentos 
dirigidos. 

En la física ya hace tiempo se aceptó la práctica de utilizar los 
segmentos. Si se dice que. por ejemplo, una fuerza se ha aumentado 
cinco vecas, el segmento que la representa se hace "extender" cinco 
veres sin cambiar la dirección general. Si se habla sobre el cambio 
de la dirección en que actúa la fuerza, entonces en el segmento co¬ 
rrespondiente los puntos inicial (origen) y final cambian do lugar. 
Partiendo de estos razonamientos, introduzcamos una operación 
que se denomina multiplicación del segmento dirigido por un número 
real. 

Consideraremos al principio algunas cuestiones generales. Sea 
dada on un plaoo o en un espacio una linea recta arbitraria. Con¬ 
vengamos en tomar una de las direcciones en ésta por positiva y la 
contraria, por negativa. Coa recta con la dirección definida so 
llamará eje. 

Supongamos ahora que se ba dado un eje e indicado, además, el 
segmento graduado con ayuda del cual podemos medir cualquier 
otro segmento y determinar, consecuentemente, la longitud del 
último. A todo segmento dirigido se le atribuirá su característica 
numérica, la asi llamada magnitud del segmento dirigido. 

So denomina magnitud { AB) del segmento dirigido AB un núme¬ 
ro, igual a la longitud del segmento AB, que se loma con el sigoo 
“más", si la dirección de AB coincide con la dirección positiva del 
eje y con el signo "menos", si la dirección de AB coincide con la 
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dirección negativa del eje. Las magnitudes de todos los segmentos 
dirigidos nulos se consideran iguales a cero, es decir, 

<A4)«0. 

Independientemente de cuál dirección en el eje se ha aceptado 
por positiva, la dirección de AB es opuesta a la de HA. mientras 
que las longitudes de los segmentos dirigidos AB y BA son iguales, 
por lo cual, 

(AB)--(BA). (9.1) 

La magnitud de un segmento dirigido, a diferencia de su longitud, 
puede tener cualquier signo. Puesto que la longitud del segmento 


C A B 


Fig. 9.1. 


dirigido /I B w el módulo de au magnitud, entonces con el fin do desig¬ 
narla omplaaremos el símbolo \AB |. Está claro que a diferencia do 

(9.1) __ _ 

\AB\-\BA\. 

Supongamos que en un e)o están prefijados tros puntos cuales¬ 
quiera A. B, C que definen tre? segmentos dirigidos AB. BC v AC. 
Cualquiera que sea la disposición de los puntos. las magnitudes de 
dichos segmentos dirigidos satisfacen la correlación 


[AB) + (BC)-(AC). (9.2) 

En efecto, supongamos que la dirección del oje y la disposición 
do los puntos es tal como Jas muestra la fig. 9.1. En este caso será 
evidente que 

\CÁ¡ + {AB\ = \CBt. (9.3) 

De acuerdo con la definición de magnitud del segmento dirigido y con 
la igualdad (9.1) leñemos 

|c3|-=(c5>=-(íc). |«|-{S), 

ic2i=(¿3)=-(flc). 


(9.4) 
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Por ello, de (9.3) se deduce 

-MQ+H*}—<Sc>. 

lo que coincide, en esencia, con (9.2). 

En la demostración hemos usado únicamente las correlaciones 
(9.3) y (9.4) que sólo dependen de la disposición mutua de los pun¬ 
tos A , B, C en el eje, pero no dependen do ai dichos puntos coinciden 
o no uno con el otro. Está claro que con cualquier otra disposición 
de los puntos la demostración se realiza del modo análogo. 

La identidad (9.2) se llama fundamental. Desde el punto do 
vista de la operación de adición de los vectores dispuestos en un eje, 
la identidad significa que 

(0.5) 

I.a magnitud de un segmento dirigido determina, salvo el traslado 
paralelo, el propio segmento eifel eje. Mas, al tomar en consideración 
quo los segmentos dirigidos iguales también quedan determinados, 
salvo el traslado paralelo, quiere decir que la magnitud de un seg- 
mnnto dirigido define unívocamente en el eje dado toda Ja totalidad 
de segmentos dirigidos iguales. 

Supongamos ahora que se han dado el segmento dirigido AB 

y el número a. Se denomina producto a AB del tegmento dirigido AB 
por un número real o un segmento dirigido, ubicado en el eje que pasa 

por los puntos A. B. y cuya magnitud es igual a a [AB). De este 
modo, por definición 

(9.6) 

Para cualesquiera números a, p y cualesquiera segmentos diri¬ 
gidos a, b la operación de multiplicación del segmento dirigido por 
un número posee las siguientes propiedades: 

1 -a = a, a (£a) = (ají) a, 

(a + P) a — aa — pa, a (fl + ó) — aa + ab. 

Las primeras tres propiedades son bastante sencillas. Para 
demostrarlas basta notar que en los miembros izquierdos y derechos 
de las igualdades figuran los vectores dispuestos en un eje y hacer 
uso, luego, de las correlaciones (9.5), (9.6). Demostremos la cuarta 
propiedad. Supongamos, para simplificar, que a > 0. Apliquemos 
los vectores a, b a un punto común y construyamos sobre ellos un 
paralelogramo cuya diagonal será igual a a -j- b (fie. 9.2). Al mul¬ 
tiplicar los vectores a, b por a. la diagonal del paralelogramo resul- 
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tara también multiplicada por a. en virtud de la semejanza de las 
figuras. Pero esto precisamente significa que aa + ab — a (a + b). 

Observemos en conclusión que la introducción de la magnitud 
de un segmento dirigido puede interpretarse como introducción de 
cierta “función" 





(9-7) 


cuyo ‘ argumento" son los /ectorcs z 
de un mismo eje. mientras que el pa¬ 
pel de “valor" lo desempeñan los nú¬ 
meros reales i. En esto caso 

<*+f)-{*}+<*>. 

o y en el eje y cualquier número X. 


Ejercicios. 

I. Demuestra* qut al multado da la eperacita de multiplicación por 
un numero no <I«penJ« d. cómo Mtá dafmidi la dirección poiillva an «) •)©. 

í DtiauíairfM que el resaludo do la operación do multiplicación por 
un número o© dependo do cómo aotá definido o! Mgmonlo graduado an el ojo. 

3. Demuestro*» qua la operación da multiplicación por uu nunMR, defi¬ 
nida on cualquier conjunto do aogmonto» colineale». no bar* rallr do dicho 

4. Demuéstrese qoo la oparaeióo d« multiplicación por un número, doíi- 
oída on cmlquiar conjunto da aegmealoi coplanam, no bar* salir da dicho 

conj “>*•• wpm#QUa (a ií tovmoatos dirigido» opuooto y nulo daada 

ol punto de vista da la operación da multiplicación por un númoro? 


§ 10. Espacios lineales 

La resolución de los problemas 
do cualquier género se reduce, el fin y al cabo, al estudio de ciertos 
conjuntos y, en primer lugar, al estudio de la estructura de dichos 
conjuntos. Pora estudiar la estructura de conjuntos so emplean los 
más diversos métodos. Por ejemplo, partiendo de la propiedad 
característica que poseen los elementos (lo que s« hace en los proble¬ 
mas referentes a la construcción de lugares geométricos) o bien par¬ 
tiendo de las propiedades de las operaciones, si estén definidas para 
los elementos. 

El último método parece ser de atracción especial debido a su 
generalidad. Efectivamente, ya hemos visto repetidamente que en 
los más diversos conjuntos pueden introducirse las más diversas 
operaciones que. no obstante, poseen propiedades iguales. Será 
evidente por esta razón que sí en la investigación de los conjuntos 
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se obtiene cierto resultado sólo en la base de las propiedades de una 
operación, este resultado tendrá lugar en todos los conjuntos, donde 
las operaciones poseen las mismas propiedades. En este caso la natu¬ 
raleza concreta tanto de los elementos como de las operaciones sobre 
ellos puede ser completamente diferente. 

Antcriomento hemos introducido para la consideración unos 
nuevos objetos matemáticos que llamamos segmentos dirigidos o vec¬ 
tores y hemos determinado las operaciones sobre dichos objetos. Se 
conoce que en realidad detrás de los vectores están loa objetos (isleos 
bien reales. Por esto, la investigación detallada de la estructura de 
los conjuntos represeota interés por lo menos para la física. 

Ya ahora conocemos tres tipos de conjuntos en los cuales las ope¬ 
raciones poseen las mismas propiedades. Estos conjuntos son: de 
vectores colineales, de vectores cu plana res y de vectores en todo el 
espacio. A pesar de que en estos conjuntos están introducidas las 
mismos operaciones, tenemos derecho de esperar que la estructura 
do los propios conjuntos debe ser diferente. 

una tentación, originada por la sencillez de los conjuntos 
citados, que conduce Al deseo de estudiarlos apoyándose sólo on las 
peculiaridades concretas de los elementos. Sin embargo, no podemos 
sino observar el hecho de que dichos conjuntos tienen mucho en co¬ 
mún, razón por Ja cual parece racional comenzar su estudio partiendo 
de ciertas posiciones generales, abrigando esperanza, por lo menos, 
que tendremos r atoen evitar re peticione* fastidiosas y monótonas al pasar 
de la investigación de un conjunto a la del otro. En adición, espera¬ 
mos. por supuesto, que en el caso de aparecer algún conjunto con 
propiedades análogas, a éste último podríamos extender Inmediata¬ 
mente todos los resultados de las investigaciones rea huidas. 

He aquí todos los hechos generales que se conocen acerca de los 
vectores que forman cualquiera de los tres conjuntos en conside¬ 
ración. 

A. A todo par de vectores x, y le corresponde un vector x V. 
llamado suma do x c y, con la particularidad de que: 

1 ) la adición es conmutativa, x + y ■■ y + x, 

2) la Adición es asociativa, x + (p 4- t) — (x -i- y) +• s, 

3) existe un único vector nulo 0 tal que x + 0 * z para cual¬ 
quier vector x. 

4) para lodo vector x existe un único vector opuesto —x tal que 
x (_ X , = 0. 

B. A todo par a. z (donde a es un número y x, un vector) le co¬ 
rresponde el vector ar. llamado producto de a y x, con la particu¬ 
laridad de que: 

1 ) la multiplicación por los números es asociativa, a(px) = (ap)x, 

2 ) i -x = x para todo vector x. 

C. Las operaciones de adición y multiplicación están ligadas 
entre sí por las siguientes correlaciones: 
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1) la multiplicación por ua número es distributiva respecto de la 
adición de los vectores, o (x + y) « ar *4* ay. 

2 ) la multiplicación por un vector es distributiva respecto de la 
adición do los números, (o + P) 2 *■ a* 4- (Jx. 

Al Igual que en el caso de un campo, los hechos citados no pre¬ 
tenden ser independientes lógicamente. I,as propiedades A describen 
el conjunto de vectores desde el punto de vista de la operación de 
adición y dicen que respecto de esta operación el conjunto repre¬ 
senta un grupo abeliano. Las propiedades B describen el Conjunto 
de vectores desde el punto de vista de la operación de multiplicación 
de un vector por un número. Las propiedades C describen loa laica 
existentes entre las dos operaciones. 

Examinemos ahora un conjunto K y un campo P de carácter 
arbitrario. El conjunto K se llamará espacio lineal sobre el campo P f 
si paro todos los elementos de K eatin definidas las operaciones de 
adición y multiplicación por loa números de P y están cumplido» 
los axiomas A. B. C. De conformidad ron esta terminología, podemos 
declarar que el conjunto de vector** colmeales. el conjunto de vectores 
coplanares y ol de vectores en todo el espacio son espacios linoales 
sobre el campo de números reales. 

Los elementos de cualquier espacio lineal los llamaremos vectores, 
a pesar de que según su naturalexa concreta dicho» elementos pueden 
ser bien distintos de los segmentos dirigidos. Las represen lociones 
geométricas, relacionadas con el nombre de “vectores", nos ayudarán 
en aclarar y. con frecuencia, en prever los resultados necesarios, 
como también en buscar la interpretación geométrica de diferentes 
hechos la cual no siempre resulta obvia. 

Los vectores del espacio lineal se designarán, como antes, me¬ 
diante letras latinas minúsculas y los números, con letras minúsculas 
griegas. Un espacio lineal se llamará racional, real o complejo, según 
soo el campo P de numeras racionales, de números reales o do los 
complejos y se designará mediante D, K y C. respectivamente. El 
hecho do que en la denoroiuación y la designación no se da ninguna 
reforencia a los elementos del propio espacio tiene un sentido muy 
profundo do lo cual hablaremos mucho más tardo. 

Antes de paser a la Investigación detallada do los espacios linea¬ 
les, demos a conocer algunos corolarios más sencillos que provienen 
de la existencia do las operaciones de adición y multiplicación por 
un número. Conciernen, en lo esencial, a los vectores nulo y opuesto. 

En todo espacio lineal para cualquier elemento z so verifica la 
igualdad 

0-z - 0 . 

donde en el segundo miembro 0 significa el vector nulo y en el pri¬ 
mer miembro 0 es el número nulo. Para demostrar esta correlación 
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examinemos el elemento 0-x + x. Tenemos 

0-x + x - 0-x + 1-x - (0 + l)x - i-x - x. 

Por consiguiente, 

j a 0-X + X. 

Al sumar a arabos miembros de la igualdad el elemento —x, hallamos 
0 = * + (-x) = ( 0 -x + x) + (—x) - 

- 0-x + (r + (-X» - 0-x + 0 - 0-x. 

Ahora ya es fácil indicar la expresión upUclta para el elemento 
opuesto —x en términos de) propio elomento x. A sabor, 

—* - .(—I)*. 

Le validez do esta fórmula ae deduce de les correlaciones sencillos 
x + (-l)x - t-x A- (-l)x - (1 — i)x — 0-x - 0. 

Esto, a su ver, permite demostrar la valides de las correlaciones 
—(ox) - (—a) x - a (—x), 

puesto que 

—(ax) — (—1) (ox) - (—a) x - o ((—1) x) - o (—i) 

Recordemos que por definición de operación de* sustracción, 
X — ¡I - x + (-y) pera cualesquiera vectores x o y. Le oxprealón 
explícita pare el vector opuesto permite seóelar quo lea leyes distri¬ 
butivas son legitimas también para lo dtfertneta. En efecto, cuales¬ 
quiera que sean los números o, 0 y los vectores x, y, tendremos 
(o — ¡1) X — ox + (— P) x = ox + (—0*)) - ax — Si, 
a(x — y)-o(x + (—1) y) = ax + (—o) y =• 

- ox + (-(ay)) - ax - oy. 
De aquí proviene, en particular, que para todo número 
o-O - 0. 

puesto quo 

a-0 = a (x — x) — ax — ax = ax + (—ax) =■ 0. 

Y. por íin, el último corolario. Si para algún número a y el vec¬ 
tor x se verifica la correlación 

ax - 0, (10.1) 

entonces, o bien a = Oo bien z 0. Efectivamente, si la igualdad 
( 10 . 1 ) se realiza, puede haber una de las dos posibilidades: o bien a =* 
•> 0o bien a =** 0. El caso a • 0confirma nuestra afirmación. Sea, 
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ahora, a t¿= 0. En Mto caso 

De aquí se desprende, en particular, que en lodo espacio lineal 
cualquier igualdad puede ser reducida formalmente por un factor 
común no nulo, no importa que dicho factor sea un número o un 
vector. Efectivamente, si es que m ■■ fti y t fU 0, tenomos 
(a — 0) x = 0, y entonces a — p ™ 0. es decir, a = p. Si. en 
cambio, oz — ay y a ^ 0, je tiene a (x - y) ■ 0 y entonces x — 
— y «= 0, es decir, x = y. 

Así pues, desde el punto de vísta de las operaciones de multiplica¬ 
ción, adición y sustracción tienen lugar formalmente todas las reglas de 
transformaciones equivalentes pura las expresiones algebraicas. Eu lo 
que sigue estas reglas ya no serán objeto de especificaciones espocia- 
los. 

.Asi damos por terminado el primer conocimiento ron los espacios 
lineales. Sólo nos resta observar «jue no es por casualidad que hornos 
escrito en la forma única las propiedades de operaciones on el campo 
y en el espacio lineal. Existen rasgos de la semejanza sorprendente 
(y de la diferencia, en igual medida) entre los axiomas de un campo 
y de un espacio lineal sobre el campo. El lector ha de reflexionar en 
esta circunstancia. 


Ejercido*. 

Demuestre*# que loe conjuntos • seguir ton espacio* lineales. La denomi¬ 
nación de U operación refleja siempre no le noiaci6n, sino el contenido. 

1. El campo número* rules; el conjunto- número* rules; Is adición: 
adición de loe número» rtale» le multiplicación por un número: multiplicación 
do un núraoro real por un número rul 

2. El campo; numero* rules; el conjunto número* complejos; la edición, 
adición de los número* complejo*; la multiplicación por un número: multlpll* 
caclón de un númoro complc/> por un número rul. 

3. El campo: números racionales: el conjunto: número* rules; U adición: 
adición de loa número* reala; la multiplicación por un número: multiplicación 
de un número rul por un número racional. 

4. El campo: número cualauicre; el conjunto: un rolo vector a; la adición: 
adición so delormina por b regle e + a — a; la multiplicación por un número: 
multiplicación del vector a por un número cualquiera a n determine mediente 
le rale aa ~ a. 

!>. El campo: números reales; ai conjunto: polinomios non codicíenles 
reales do una variable r. incluidas las consunta; le adición: adición de loa 
polinomios; la multiplicación por un número: multiplicación del polinomio por 
un número real. 

6. El campo, números racionales, el conjunto: números de la Ierran o 4- 
4- 6 V*2 4* c V 3 — i V'5. donde a. ó. c y d son unos números raciónela; la 
adición- adición do.los números de la forma indicada, la multiplicación por 
un número: multiplicación del número de la forma indicada por un número 
racional. 
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7. El campo: campo cja!quiera; el conjunto: el miaño campo: la adición: 
adición do los elementos (¡de los rectores!) del campo; la multiplicación por 
un número: multiplicación del elemento (¡del rector!) del campo por un ele¬ 
mento (¡un número!) del campo. 

§ 11. Sumas finitas y productos 
finitos 

Los campos y los espacios linea¬ 
les serán conjuntos principales que trataremos en lo sucesivo. En 
estos conjuntos están introducidas dos operaciones: la adición y la 
multiplicación. Si SO realizan un gran número de operaciones sobro 
los elomentos, aparecen expresiones que contienen en cantidad con- 
eiderable tanto sumandosxoino factores. Para asegurar la comodidad 
de su inscripción introduzcamos símbolos correspondientes. Supon¬ 
dremos, edomás, que la adición y la multiplicación son oporaciones 
conmutativas y asociativas. 

Sea dado un número Imito de los elemento?, no necesariamente 
distintos. Convongainos cu considerar que todos loa elementos catan 
onuinerados de cierta manera y so les han atribuido nnoa números que 
varían seguidamente a partir del número k hasta algún número p. 
Los elementos se designarán medíanla una letra, indicando el núme¬ 
ro. El propio número, el cual se llamará en adelante índice, puodo 
ocupar en 1 a designación un lugar arbitrario. El Indice puedo dis¬ 
ponerse al lado de la letra encerrado entre paréntesis, abajo cerca 
do 1 a letra, arriba cerca de la letra, etc. Esto uo tiene ninguna impor¬ 
tancia. Con mayor frecuencia lo escribiremos al Udo do la letra, 
abajo, a U dorechA. 

Una suma de elementos a t , a k . t . a p se designará inodlante 

el símbolo de la forma siguiente 

«.+«».!+ ••• ( 0 . 1 ) 

El índice » en Cita fórmula ?e donomina índice de adición. Nada varia¬ 
rá, por supuesto, ai lo designamos con cualquier otra letra. A veces, 
bajo el signo do la suma se indicará de manera explícita aquella 
totalidad de los Índicos según los cuales se realiza la adición. Por 
ejemplo, la suma en consideración podría ser escrita de la forma: 

a *+ a a»i + ••• + a p = 1 j °i- 

Es evidente que si todo elemento a, es igual al producto del ele¬ 
mento 6, y elemento a. donde a no depende del índice de adición i, 
ontoncos 

» p. 

l-k 
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es decir, el factor que no depende del Indice de adición puede sacarse 
fuera del signo de la suma. 

Supongamos ahora que los elementos están marcados con dos 
índices cada uno de los cuales varia independientemente. Aceptemos 
para estos elementos una designación general a,¡ y sea, por ejemplo, 
Dispongamos los elementos on forma de 

una tabla rectangular 

i •• • «*.. 

a **L« •**!. ■»! ••• *»♦!.». 


a pm a p- 

Está claro que independientemente del orden en que se rea lira lo 
suniación, el resultado será el mismo. Por elfo, al tomar en conside¬ 
ración la designación introducida para la suma, tenemos 
(«»». + “*. m+t + • • • +«*») + («a*i. ■+«*♦». «.«i -K • - 

... + a*. *.»)+••• +(V+V ■*♦«+••• + *»•)"* 

Por otro lado, esta misma suma es igual a 

( a »« + «*+i.»+...+ a,.) + (a kt + 

+ a**i. m+¡ + ... + a p. m*t) + • • • + ( a a« -f a*, i, „ 4 ... + Op„) — 

" a i«»+^*i.■♦»+••• a i, " ^ «i;)- 

Por consiguiente, 

Si convenimos en realirar la adición siempre de manera sucesiva 
según los índices de las sumas dispuestas de derecha a la itquierda, 
los paréntesis pueden ser omitidos y, en definitiva, obtenemos 

sL «=.*"• 

Quiere decir que al sumar según dos índices se puede cambiar el 
orden de la adición. Si, por ejemplo, a,¡ -= donde a, no dependo 

del índice /, entonces 
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Los resultados análogos tienen lugar para las sumas realizadas 
según cualquier número finito de índices. 

El producto de los elementos a k , a* +l , . ... a p se designará 
mediante el símbolo de tal forma: 

... a p a. 1^0,. 

Luego, si a, = ab„ entonces 



Igual que en el caso de sumación, al calcular un producto según dos 
índices, se puedo cambiar el orden de cálculo del producto, es decir, 

fl íl *i/“ II ft-i/. 

•-* >-■ í— «-* 

Todos estos hechos se demuestran según el mismo osqueina que so 
usa en el caso de sumación de los números. 


Ejercicios. 

Calcúlense las opílenle» eipmlooe»: 

Vt. y i. v fi, v a (i—i). 

I-I l-l .-l l-l 

V y rt. 2 v («+S»). 

{=, ¿Tt 

e * 9 

V V v (1,-0» k, 

(Zl ,ml »-l 


ñ* iin n/-'. nfl, 

,-t p-t i-i »—i i-i 1 


5 12. Cálculos aproximados 

Los conjuntos examinados son 
de amplio uso en las más diversas investigaciones teóricas. Para 
obtener el resultado en dichas investigaciones hemos de realizar 
casi siempre ciertas operaciones sobre los elementos de los conjuntos. 
Muy a menudo surge la necesidad en la realización de cálculos con 
elementos de los campos numéricos. Desearíamos atraer la atención 
a una peculiaridad muy importante en la realización práctica do los 
cálculos semejantes. 
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Supongamos, para concretar, que tenemos un campo de números 
reales. Supongamos, además, que todo número se representa como 
una fracción decimal infinita. Ni un ser humano ni una computadora 
más moderna pueden operar con las fracciones infinitas. Por esta 
razón, en la práctica cada fracción de tal Índole se sustituye por una 
fracción decimal finita, prójima a la primera, o por un número 
racional conveniente. 

Así pues, un número real exacto es sustituido por un número .apro¬ 
ximado. En las investigaciones teóricas, donde se sobreentiende la 
prefijación exacta de loa números, tal o cual expresión se sustituye 
bastante a menudo por otra exprvsióu, igual a la primera, aunquo 
escrito, quizás, en una forma distinta. Por supuesto, en este caso 
tal sustitución no puede despertar objeciones ni tampoco las dudas. 
En cambio, ai deseamos calcular una expresión con ayuda de unos 
números prefijados aproximadamente, ya no es índeferente para 
nosotros en qué forma se ha dado Ja expresión. 

Consideremos un ejemplo sencillo Ea fácil comprobar que en el 
caso de prefijar exactamente el número ) / 2 » llene 

0 2- if - 99 ~ 70 Y T. (12.1 > 

Puesto que VT— 1,4142 ..los números 7/5 — 1,4 y 17/12 — 
— 1.4106 . . . pueden considerarte valores aproximados para \ 2. 
Poro, al sustituir 7/5 en los miembros izquierdo y derecho de (12.1), 
obtenemos 0.00509 ... y 1.0, respectivamente. Para 17/12 tenemos 
0,00523 ... y —0,1666 . . . Los resultados do la sustitución son 
muy distintos uno del otro y no no ve do una tirada cuál de ellos ea 
más próximo al valor «xacto. Esto nos muestra la precaución con la 
que se deben tratar los mimen w aproximados. 

Nos hemos detenido sólo en una fuente do aparición do los núme¬ 
ros aproximados que es ol redondeo do los números dados con toda 
la exactitud. En la realidad existen también varias otras fuentes. 
Por ejemplo, los datos iniciales para los cálculos se obtienen con fre¬ 
cuencia do un experimento, mientras que cualquier experimento 
puedo proporcionar resultados do exactitud limitada. Ya las opera¬ 
ciones más simples, como son la multiplicación y división, pueden 
conducir al aumento de la cantidad de órdenes en las fracciones. Por 
ello, nos veremos obligados a despreciar una parte de los órdenes 
en los resultados de los cálculos intermedios, es decir, aquí también 
ciertos números so sustituyen por los aproximados, etc. 

La investigación detallada de las operaciones con los números 
aproximados sale de los márgenes do este curso. No obstante, la dife¬ 
rencia entro los cálculos teóricos y prácticos será con frecuencia el 
objeto de nuestra discusión. 1.a necesidad en tai discusión esta pro¬ 
vocada por lo que los cálculos teóricos no pueden ser realizados, como 
regla, en la forma precisa. 
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Ejercicios. 

«. ¿Cuál fracción decimal finita es necesaria para aproximar Vi para que 
en los resultados del cálculo de loa miembros izquierdo y derecho en (Í2.1> 
coincidan los primeros será ordena*? .... . , , 

2. Supongamos que el resultado de realización de toda operación sobro 
dos números reales se redondea de eeuerdo con cualquier regla cooocide basta t 
órdenes después de la coma. ¿Queden en vigor las propiedades de conmutatlv.dad 
v asocia Vi vi dad de las operaciones? 

* 3. ¿Se cumplirán en las condiciono dal ejercicio antecedente las leyea 

dietnbutivas?^ dedued6o Ufga Ud^ sá en loe ejercicio# 2 y 8 ae han obtenido 
respuestas negativas? 



CAPITULO 2 ESTRUCTURA DEL ESPACIO 
LINEAL 


$ 13. Combinaciones lineales 
y cápsulas 

Supongamos que en el espacio 
lineal K, definido sobre un campo P, se ba elegido un número finilo 

de vectores arbitrarios *,.que no son obligatoriamente 

distintos. Llamaremos estos vectores sistema de vectores. Un sistema 
de vectores se denominará subsistema del segundo sistema, ai el pri¬ 
mer sistema sólo contiene ciertos vectores del segundo y no contiene 
ningunos otros vectores. 

Sobre los vectores del sistema dado y los vectores obtenidos de 
los primeros se realizarán las operaciones de adición y multiplicación 
por unos números. Está claro que lodo vector x del tipo 

* - « 1*1 + «i*t + • • • + «•#„, (13.1) 

donde a,, a,.a, son unos números del campo P, se obtiene 

de los vectores del sistema dado e,. e t , . . .. e„ con ayuda de las 
operaciones citadas. Más aún, cualquiera quo sea el orden en que se 
realicen oslas operaciones, obtendremos solamento los vectores del 
tipo (13.1). 

Respecto del vector z de (13.1)suele decirse que se expresa lineal- 
mente en términos dolos vectores e,. e t . e *. El segundo miem¬ 

bro do (13.1) se denomina combinación lineal de estos vectores y los 
números a,, o,.o„ son coeficientes de la combinación lineal. 

Fijemos ol sistema de vectores *j. e„ . ... e n y dejemos que los 
coeficientes de las combinaciones lineales tomen cualesquiera valores 
del campo P. En este caso quedará definido cierto conjunto de vecto¬ 
res do K. Este conjunto lleva el nombre de cápsula lineal de los vecto¬ 
res e t , ... e, y so designa con L (*,. e,.e„). 

Nuestro interés hacia las cápsulas lineales se debe a dos circuns¬ 
tancias. En primer lugar, toda cápsula lineal tiene una estructura 
muy simple: representa en si una totalidad de todas las combina¬ 
ciones lineales de vectores del sistema dado. Segundo, la cápsula 
lineal de cualquier sistema de vectores de todo espacio lineal es de 
por sí un espacio lineal. 
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Efectivamente, el cumplimiento de todos los axiomas de un espa¬ 
cio lineal es casi obvio. Sólo los axiomas referentes al vector nulo 
y al opuesto necesitan, quizás, algunas explicaciones. El vector nulo 
pertenece a ciencia cierta a cualquier cápsula lineal y corresponde 
a los valores nulos de los coeficientes de la combinación lineal, es 
decir, 

0 = Oe, + O'í, . . . + 0-f„ 

El vector, opuesto para el vector (13.1), tendrá la forma 
-x - (-a,) e, + (-a,) (-a„) e m . 

La unicidad de los vectores nulo y opuesto proviene de su unicidad 
como vectores pertenecientes al espacio lineal K. 

Observemos que la cápsula lineal de los vectores e,. e t .e„ 

es un espacio lineal - mínimo " que contieno dichos vectores. En efecto, 
la propia cápsula lineal sólo consiste de las combinaciones linéalos 
do los vectores r,, e,. . . .. r„ mientras que lodo espacio lineal, 

en el que están contenidos los vectores c,, e t .e„. ha de contener 

también todas sus combinaciones lineales. 

Asi pues, todo espacio lineal contiene, en el caso gonoral, un 
conjunto infinito de otros espacios lineales representados por las 
cápsulas lineales. Ahora surgen unas preguntas: 

¿En qué condiciones las cápsulas lineales de dos sistemas i/l/e- 
rentes do vectores consisten de los mismos vectores del espacio inicial? 

¿Qué número mínimo de vectores define una misma cápsula 
lineal? 

¿Será el espacio lineal inicial una cápsula lineal de algunos de 
sus vectores? 

Lns respuestas a estas preguntas y otras las daremos en el futuro 
más próximo. Con este fin emplearemos en gran escala la noción de 
combinación lineal y, en particular, la propiedad de su transltlvldad. 
A saber, si un cierto vector s es una combinación lineal de los vecto¬ 
res x,. x s , . . y cada uno de ellos, a su turno, es una corabina- 

ción lineal de los vectores y,, y, .y„ entonces el vector s 

también puede ser representado como combinación lineal de los 
vectores y,, y,. . . .. y,. Demostremos esta propiedad. Sea 

(13.2) 

y, además, para todos los números í, 1 < i < r, 

donde y y,j son unos números arbitrarios del campo P. 

Al sustituir la expresión para x, en el segundo miembro do (13.2) 
y al hacer uso de las propiedades correspondientes de las sumas fini- 
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tas, obtenemos 

donde loa coeficientes l, significan las siguientes expresiones: 

tj-íjto.1- 

Por consiguiente. la transitividad de la noción de combinación 
lineal realmente tiene lugar. 


Ejercidos. 


I. ^Qué toa «a un aspado da i 


i las cápsulu llntal* 


da los sutema» do uno, do». ir* y de mayor numero de ttgmento» dirigido»? 

2. Examinemos un tapado lineal da poliooniot que dependen de la varia- 
blc i y nUd definido# sobre el «ampo da número» reales. ¿Qué representa en ai 
la cápsula lineal del «Uteaa da rector* I* -*• t. i* + í. 1 ? 

3. ¿En qué tapado todas las Upulat lineales coincidan con el mismo 


«p.!¡oí E 


4. Demuéstrese 
no puodo ser cápsula 


que un espacio lineal de todos los segmentos dirigido! 
i lineal de dos segmento» dirigidos cualesquiera. 


§ 14. Dr prudencia lineal 


Consideraremos otra ve: los vec¬ 
tores arbitrarios e t , . .., c* en un espacio lineal. Puede ocurrir 
quo uno de ellos so expresa linealmente en términos de los demás. 
Seo, por ejemplo, el vector e x . Entonces, cada uno de los vectores 

e x , e t . t n se expresa linealmente en términos de e f , r, ( ... 

.. e n . Por esta ratón cualquier combinación lineal de los vectores 
#„ e„ .... e ñ es también una combinación lineal de los vectores 
e t , e ..r„. Por consiguiente, las cápsulas lineales de los vecto¬ 
res e„ . . ., e„ >' ** *t .«■ coinciden. 

Supongamos luego que entre los vectores e t , e, . e„ bey 

un vector, por ejemplo, e t que también se expresa linealmente en 
términos de los vectores restantes. Al repetir nuestros monamiontos. 
llegamos a la conclusión de que ahora cualquier combinación lineal 

de los vectores e lt e t .*, es también una combinación lineal 

do los vectores e„ e 4 . . . ., e„. Continuando este proceso, pasaremos. 

al fin y al cabo, del sistema e„ e,.e, a un sistema de vectores 

del cual ya no podremos excluir ni uno de los vectores. La capsula 
lineal del nuevo sistema de vectores coincide, evidentemente, con la 
cápsula lineal de los vectores e., * . .. e*. Además, podemos 



| M. DEPENDENCIA LINEAL 


51 


decir que si entre e z .e„ hubo aunque un solo vector no 

nulo, el nuevo sistema de vectores o bien consiste solamente en un vector 
no nulo o bien ninguno de sus rectores se expresa linealmente en térmi¬ 
nos de los vectores restantes. 

Tal sistema de vectores se llama linealmente independiente. 

Si un sistema de vectores no es linealmente independiente, se 
denomina linealmente dependiente. En particular, según se infiere de 
la definición, un sistema compuesto sólo por un vector nulo será 
lineulment® dependiente. La dependencia y la independencia lineales 
constituyen las propiedades del sistema de vectores. Sin ombargo, 
muy a menudo los adjetivos correspondientes se aplican también 
a los mismos vectores, ratón por la cual en lugar del “sistema lineal- 
mente independiente de vectores" diremos, a veces, "sistema de los 
vectores linealmente independientes", etc. 

Desde el punto de vista de las nociones introducidas los razona¬ 
mientos realizados significan que se ha demostrado el 

t ema it i. Si entre los vectores e¡, r,. e„ no todos son nulos 

y si dicho sistema es linea buen té dependiente, entonces en éste puede 
existir un subsistema Unealmente Independiente de vectores, en cuyos 
términos es ¡Inealmente expresado cualquiera de ¡os vectores e t . ... 
• • .. e H . 

Una circunstancia, inesperada a primera vista, determina si un 

sistpma de vectores e,. e. . e„ es linealmente dependiente 

o linealmente independíenle. Ya se ha observado que el vector nulo 
pertenece a la cápsula lineal y es representado a ciencia cierta por la 
combinación lineal (13.1) con valores nulos de los coeficientes. 
A pesar de esto, puede expresarse linealmente en términos do los 

voctores e„ e, .f„ de otro método, es decir, determinarse 

por otro surtido de los coeficientes de la combinación lineal. La 
indopondencia lineal do los vectores e„ e t .r„ está estrecha¬ 

mente vinculada con la unicidad do la representación del elemento 
nulo en términos de los vectores citados. A saber, es válido el 

teorema u.t Un sistema de los vectores e .. e„ .... e n es 
linealmente independiente cuando, y sólo cuando, de la igualdad 

a 1*1 + a-c f + ... + a,e, - 0 (14.1) 

se deduce que todos los coeficientes de la combinación lineal son nulos. 

DEMOSTRACION Sea n — 1. Si e, 0, entonces, según so 
hn mostrado antes, de la correlación a,e, = 0 debe provenir que 
a, » 0. En cambio, si de la igualdad a,e, = 0 se desprende que el 
coeficiente <tj es nulo, entonces, evidentemente. e x no puede ser nulo. 

Examinemos ahora el caso en que n > 2. Sea el sistema de vecto¬ 
res linealmente independiente. Supongamos que la igualdad (14.1) 
resulta lícita con cierto surtido de los coeficientes, entro los cuales 
existe aunque uno que sea distinto de cero. Sea. por ejemplo, a, =£ 0. 
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Entonces, de (14.1) obtenemos 



es decir, el vector e x so expresa linealmente en términos de los demás 
vectores del sistema. Esto contradice a la condición de independencia 
lineal del sistema, por lo cual no puede haber coeficientes no nulos 
entre aquellos que satisfacen (14.1). 

Si do la igualdad (14.1) se deduce que todos los coeficientes son 
nulos, ol sistema de vectores no puede ser linealmente dependiento. 
En efecto, supondremos lo contrario y sea, por ojeraplo, un vector e t 
que se expresa linealmente en términos de los demás, es decir, 

«. - P.«i + t*, + . • ■ + P.e,- 

Eu este raso la igualdad (14.1) será satisfecha a ciencia cierta por 
los coeficientes a, — —1. a, — P„ . . a, — p„, entre los cualos 
por lo menos uno no as nulo. El teorema queda demostrado. 

Este teorema es de tan amplio uso en diversas investigaciones 
aue muy a menudo su aiirmación se considera simplemente como 
definición de independencia lineal. 

Ho aquí dos propiedades soncillas de los sistemas do vectores 
vinculadas con la dependencia lineal. 

lema u.x. Si algunoi de lo» vectores <*,.«„ son 

lineaImente dependientes, todo el sistema e„ e, .r, será Uneal- 

mente dependiente 

demostración Sin restringir la generalidad podemos con¬ 
siderar que los primeros vectores e t , e t .e» son linealmento 

dependientes. Por consiguiente, existen tales números o„ «*,... 
. ... a*, entre los cuales hay distintos de cero, que 


De aquí fluye la legitimidad da la igualdad 

+ «Va + • • • + <*ae* + 0-e**, +... + 0- e„ - 0. 

Mas, esta igualdad significa dependencia lineal de los vectores 
e„ e t , . . puesto que entre los números a,, a,. . . a*. 

0, .... 0 hay algunos que no son nulos. 

lema 1 4 . 9 . Si entre los vectores e,, e, .. hay aunque un 

solo vector nulo, lodo el sistema e x . e„ será Unealmente de¬ 

pendiente. 

demostración- En efecto. un sistema compuesto por un vec¬ 
tor nulo es linealmente dependiente. Por ello, de la propiedad que 
acabamos de demostrar se infiere dependencia lineal de todo el 
sistema. 

El teorema que sigue representa un resultado más importante 
referente a la dependencia lineal. 
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teorema u.8 Los rectores e¡. e „ . . e, son Uneabnente 
dependientes cuando, y sólo cuando, o lien f,° 0 o bien cierto vector 
f,, 2 ^ ^ a, sea una combinación lineal de los vectores antecedentes. 

demostración. Supongamos quo los vectores e„ e-, . . . 

. . e n son linealmente dependientes. Entonces en la igualdad (14.t) 
no todos los coeficientes son nulos. Sea a* el último coeficiente no 
nulo. Si *r « 1. quien* decir e, = 0. Sea ahora k > i. En este caso 
do la igualdad 

a,*, + a.e, + ... + a*#* - 0 

encontramos que 

♦•"(-■SO ,,+ (~¡SO ** + — + (— 

Con esto queda demostrada la necesidad de la afirmación enun¬ 
ciada en el teorema. 1.a suficiencia es evidente, puesto que tanto el 
caso cuando c, « 0. como el caso en que ** se expresa Ilnealmonto en 
términos de los vectores anteriores, significa la dependencia lineal 
de los primero» vectores en el sistema C,. e t . . . c*. Do aquí se 

deduce la dependencia lineal de todo el sistema de vectores. 

Ejercicios. 

1. Damuéstra» que at algún vector de un eopecio lineal m lepreaenta de 
modo único un forma de una combinación lineal de loa vectores t|, . . .. 
entonces el sisteme dudo de Víctores es lineal mente .odepsndlcnte. 

2. Demuíeirm* que ai el alaterna da vectores . r, ea liMallMBU 

independiente, entoncí» cualquier Víctor de la cipnila lineal de dicho» vectores 
so represenu do modo único en forma de su combinación lineal. 

i Demufatrwa que el sistema de vectores #,.. ea linealtncole 

dependiente cuando, y sólo cuando, o bien c„ -0. o bien dorio vector e k , 1 < 
< k < n - 1. es una combinación lineal de lo» vectores posterior**. 

4. CoMldararemo? un espado lineal de poltDomioi W* dependente la 

variable i y estén definidos sobre ni» campo de números reales. Demuéstrese 
que el sisteme de vectores I. i. fl .í* es llneelraente independiente para 

5. Demuéstrese que un sistema da dos segmento* dirigido» no rolinealea 
es linealmente independiente. 


$ 15. Sistema» equivalente» 
de vectores 

Examinaremos dos sistemas do 
vectores de un espacio lineal K. Supongamos que la» cápsulas linea¬ 
les do estos sistemas coinciden y constituyen cierto conjunto L. Al 
conjunto L le pertenece a ciencia cierta cualquiera de los vectores 
de ambos sistemas y. además, cada uno de los vectores de L puede 
sor representado, en el caso dado, en forma de la combinación lineal 
lauto de los vectores de un sistema como de los vectores del otro. 
Por consiguiente: 
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Dos sistemas de vectores poseen la propiedad de que cualquier vector 
de cada sistema se expresa linealmente en términos de los vectores del 
otro sistema. 

Los sistemas de tal tipo se llaman equivalentes. 

De lo dicho se desprende que si las cápsulas lineales de dos siste¬ 
mas de vectores coinciden, entonces los sistemas son equivalentes. 
Sean dados, ahora, cualesquiera dos sistemas equivalentes. En virtud 
de que la noción de combinación lineal es transitiva, toda combina¬ 
ción lineal de lo* vectores de un sistema puede representarse como 
combinación lineal de los vectores del otro sistema, es decir, las 
cápsulas lineales de ambos sistemas coinciden. Así pues, es válido el 
lema is.i. Para que las cápsulas lineales de dos sistemas de 
vectores coincidan, es necesario y suficiente que dichos sistemas sean 
equivalentes. 

Hemos de notar que el coneepto de equivalencia de dos sistemas 
do vectores es una relación de equimlencia . La reflexividad es obvia, 
puesto que todo sistema as equivalente a sí mismo; la simetría fluye 
de la dofiniclón de sistemas equivalentes y la transitividad de este 
concepto proviene de la transitividad de la noción de combinación 
lineal. Por esta raxón el conjunto de todos los sistemas de vectores de 
un espacio lineal se puede dividir en clases de los sistemas equivalentes. 
Es importante subrayar que a todos los sistemas de cada clase los 
corresponde una y sólo una cápsula lineal. 

Sobre la proporción del número de vectores en los sistemas equiva¬ 
lentes nada puede decirse en el caso general. En cambio, si do los 
dos sistemas equivalentes aunque uno es linealroente independiente, 
podemos hacot deducciones definitivas acerca de la cantidad de los 
vectores. Estas deducciones se fundamentan en el 

teorema isa. Si cada uno de los vectores de un sistema 

Unealmente independiente e,. e, .e, se expresa linealmente en 

términos de los vectores y,, y,. . . . y„. entonces n <m. 

demostración Por hipótesis del teorema, el vector e n 

se expresa linealmente en términos de los vectores y |t y ..y m , 

por lo cual el sisteme 

íi. <*5.1) 

es Unealmente dependiente. El vector e n no es nulo, razón por la 
cual, de acuerdo con el teorema 14.2, cierto vector de (15.1) es 
una combinación lineal de los vectores anteriores. Al eliminar este 
vector, obtendremos el sistema: 

fe. - -a fe-1. fe«. fe*- (15.2) 

Ahora, haciendo uso de la transitividad de la noción de combinación 

lineal. 69 fácil mostrar que cada uno de los .vectores e,. e t .e n 

se expresa linealmente en términos de los vectores (15.2). 
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Adjuntemos a los vectores (15.2) por la izquierda el vector e¡. v 
De nuevo llegamos a que el sistema 

'■-i. 9t .*i-«. »m.¡í- (15.3) 


es linealmente dependiente. El vector no es nulo, por lo cnal, 
de acuerdo con el teorema 14.2, uno de los vectores restantes (15.3) 
es una combinación lineal de los vectores anteriores., De este vector 
no puede servir e„. puesto que en tal caso serla linealmente depen¬ 
diente el sistema de dos vectores i,.,, e m y, por consiguiente, todo el 

sistema e„ e t .e». De este modo, cierto vector y. do (15.3) 

se expresa linealmente en términos de los anteriores. Si Jo elimina¬ 
mos. obtendremos de noevo un sistema por cuyo intermedio se expre¬ 
sa linealmente cada uno de los vectores a,. e v . . e n . 

Continuando este procaso advertimos que los vectores y x , y,, . . . 
• • y- no pueden ser agotados antes de que se hayan adjuntado 

todos los vectorea e„ e t .En el caso contrario resulta quo 

cada uno de los vectores e¡, e t . expresa linealmente en 

términos do una parte do los vectores de este mismo sistema, os 
decir, todo el sistema ha de soy linealmento dependiente. Puesto 
quo esto contradice a la hipótesis del teorema, de aquí se deduce 
quo n < m. 

Consideraremos unos corolarios de este teorema. Sean dados dos 
sistemas equivalentes da vectores linealmento independientes. De 
acuerdo con el teorema demostrado, cada uno do didtos sistemas 
contiene no mis vectores que el otro. Por consiguiente: 

Los sistemas equivalentes Unealmenté independientes se componen 
de un mismo número de vectores. 

Luego, tomemos n vectores arbitrarios, construyamos on ellos 
una cápsula lineal y elijamos en ésta n + 1 vectores cualesquiera. 
Como el número de estos vectores es mayor que el de yectores dados, 
ellos no pueden ser linealmente independientes. Por esto: 

Cualesquiera n + 1 vectora de la cápsula lineal de un sistema de n 
vectores son llnealmenle dependientes. 

La afirmación del lema 14.1 significa en términos de los sistemas 
equivalentes que cualquiera que sea el sistema de los vectores que 
no son nulos simultáneamente, existe en él un subsistema linealmente 
independiente que es equivalente al sistema. Este subsistema lleva 
el nombre de base del sistema inicial. 

Por supuesto, todo sistema puede tener más que una base. Todas 
las bases de los sistemas equivalentes son de por sí sistemas equiva¬ 
lentes. Del primer corolario del teorema 15.1 se infiere que constan 
de un mismo número de vectores. Este número es la característica 
de todos los sistemas equivalentes y se llama rango. Por definición, 
oí rango de los sistemas de vectores nulos se considera igual a cero. 

Examinemos ahora dos sistemas linealmente independientes 
que se componen de un mismo número de vectores. Sustituyamos un 




CAP I ESTRUCTURA DEL ESPACIO LINEAL 56 

vector cualquiera del primer sistema por cierto vector del segundo 
sistema. A continuación, en el sistema obtenido sustituyamos otra 
vez uno de los vectores del primer sistema por alguno de los vectores 
restantes del segundo sistema, etc. El proceso de sustituciones se 
realizará hasta que el primer sistema sea sustituido por el segundo 
sistema. Si la sustitución se realiza de un modo arbitrario, los siste¬ 
mas intermedios pueden resultar linealmente dependientes. No 
obstante, queda válido el 

teorema is 1 El proreto de la sustitución sucesivo puede 
realizarse de una manera tal que todos los Mistemos intemedtos 
serán Uneamente independientes. 

demostración. Sean dados dos sistemas lioealmenle inde¬ 
pendientes de los vectores y„ y,.y. y x,. . . ., r*. Supon¬ 

gamos que se han realizado k pasos del proceso, donde k > 0. Sin 
restringir la generalidad consideraremos que todos los vectores 

Vi . y, están sustituidos por los vectores i,. 2 » y todos los 

sistomas obtenidos, incluido el sistema 

*1 . v»+i . y- 

son linealraente independientes. Esta suposición tiene lugar a ciencia 
cierta cuando k -• 0. 

Supongamos luego que durante la sustitución del vector y*,, 
por cualquiera de los vectores *»„,.a, todos los sistemas 

..*»• *1. **♦!. V» 

son linealmcnto dependientes para I • * + 1, . . n. Dado que el 
sistema 

*1 .**. ..V- (Í5-4) 

es liucalmente independiente, resulta que lo» vectores s h para 1 — 

— k + i.n. se expresan de modo lineal'en términos de esto 

sistema. Pero, a través del mismo se expresan linealmente. además. 

los vectores i, cuando 1 — 1.2. k. Por consiguiente, a través 

dol sistoma (15.4) deben expresarse linealmente todos los vectores 
*i, . . „ Esto no ®s posible en virtud del teorema 15.1. Por esta 
razón, el proceso de sustitución enunciado en el teorema realmente 
tioue lugar. 

Ejercicios. 

Demutatme que las transformaciones del sistema de vector» a seguir, qui¬ 
so llaman eUmrnieiet, conducen a un sistema equivalente 

I. La adjunción al sistema de vector» de cualquier combinación lineal 
do estos vectores. 

2- La eliminación del sistema de vector» de cualquier vector que es una 
combinación lineal de loa vector» restanl». 

3. La multiplicación de cualquier vector de un sistema por un munoro 
distinto de cero. 

6. La adición a cualquier vector de un sistema de cualquier combinación 
lineal de los vector» retantes. 

5. La permutación de dos vectores. 
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$ 16. Base 

Sea dado un espacio linear 
arbitrario que se compono no sólo de un vector nulo. En tal espacio 
se tiene a ciencia cierta aunque un vector no nulo y, por lo tanto, 
existo un sistema linealmente independiente, por lo menos, de un 
vector. Por consiguiente, son posibles das casos: o bien existe un 
sistema linealmente independiente que contiene un número de vecto¬ 
res tan grande como se quiera o bien existe un sistema linealmcnte 
independiente quo contiene el número máximo de vectores. En el 
primer caso ol espacio lineal ae llama de dimensión infinita y on el 
segundo caso, de dimensión finita. 

A excepción de unos ejemplos episódicos, nuestra atención será 
dirigida a lo largo de todo el curso exclusivamente a los espacios de 
dimensión finita. En particular, un espacio lineal de dimensión finita 
lo constituirá cualquier cápsula lineal construida en el número finito 
de vectores de un espacio arbitrario (no necesariamente de dimen¬ 
sión finita). 

Así pues, supongamos que en el espacio lineal de dimensión fini¬ 
ta A' los vectores e t . r h constituyen un sistema linealmente 

Independiente con el número máximo de vectores. Esto significa 

que para cualquier vector x de A" el sistema e t . e n , x será 

linealmcnte dependiente. De conformidad con el teorema 14.2. el 

vector x so expresa linealmonte en términos de e,. r,.e B Como 

el vector x es arbitrario, mientras que los vectores e¡, e,. . . e n 
son fijados, podemos decir que 

Cualquier espacio lineal de dimensión flnltu es una cápsula lineal 
del número finito de sus vectores. 

Ahora al investigar espacios lineales de dimensión finita, podemos 
hacer uso de toda clase de información referente a las cápsulas linea¬ 
les y los sistemas equivalentes do vectores. Introduzcamos la siguien¬ 
te definición. 

L'n sistema linealmente independiente de los vectores en térmi¬ 
nos de los cuales se expresa linealmente todo vector del espacio, so 
llama base del esparto. 

La noción de base está ligada aqui con un sistema linealmente 
independiente que contiene el número máximo de vectores. No obs¬ 
tante. es evidente que todas las bases de un mismo espacio lineal 
de dimensión finita representan sistemas equivalentes linealmente 
independientes. Como sabemos, tales sistemas contienen un número 
igual de vectores. Por consiguiente, el número de los vectores de una 
base es la característica del espacio lineal de dimensión finita Este 
número recibe el nombre de dimensión del espacio lineal K y se 
designa dim K. Si dim K — n. el propio espacio K se llama n-di- 
mensional. Está claro que: 

En un espacio lineal n-dimenrional todo sistema linealmente inde- 
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pendiente de n vectora forma una base, mientras que todo sistema de 
n -r 1 vectores es Unealmente dependiente. 

Observemos que en todos los razonamientos anteriores suponíamos 
que el espacio lineal consiste no sólo en un vector nulo. Un espacio, 
que contiene sólo un vector nulo, no posee base en nuestro sentido 
y, rigiéndonos por la definición, consideraremos que su dimensión 
es igual a cero. 

La base "s de importancia enorme en el estudio de los espacios 
lineales de dimensión finita y en nuestras investigaciones siempre 
vamos a utilizarla. La base permite describir con facilidad la estruc¬ 
tura de cualquier espacio lineal definido sobre un campo arbitra¬ 
rio P. Además, con ayuda de la base se puede construir un aparato 
eftcat que reduce la realización de las operaciones sobre los elementos 
del espacio a las operaciones correspondientes sobre los números del 

Como ya hemos mostrado más arriba, todo vector x del espacio 
lineal A puede ser representado en forma de una combinación lineal 

x a o,e, 4- a,*, + ... + a***, (16-1) 

donde, a,, a,.a, son ciertos números de P y c l( e, .<?., 

U base do A'. La combinación lineal (16.1) se denomina descomposi¬ 
ción del vector x según la basa y los propios números o,, o,, . . 
.... a, se llaman coordanadat del vector x respecto de dicha bote. 
El hecho de que el vector x m ha dado mediante sus coordenadas 

a,, a,.a, se notaré del modo siguiente: 

x - («,, o„ ..o,). 

En lo que sigue no se indica, por regla general, a qué base se refieren 
los coordenadas dadas, siempre que esto no lleve a la ambigüedad. 

Es fácil mostrar que para todo vector x de A su descomposición 
según la basa es única. Esto se demuestra por un procedimiento em¬ 
pleado muy a menudo en la resolución de los problemas referentes a lo 
dependencia lineal. Supongamos que existo otra descomposición. 

x - (I, e x 4- p,*, + . .. + P„e,. (16.2) 

Al restar término a término (16.2) de (16.1), obtenemos 

(a, — p,) e, + (a, — p,) e, -t- . . . + (o, — p„) e ñ « 0 . 

En virtud de que los vectores e,.e„ son linealmonte inde¬ 

pendientes, de aquí se deduce que todos los coeficientes de la combi¬ 
nación lineal son nulos y que, por consiguiente, las descomposiciones 
(16.1) y (16.2) coinciden. 

De este modo, con la base fijada del espacio lineal A todo vector 
de A se dofino unívocamente por la totalidad de sus coordenadas 
respecto de esta base. 

Supongamos ahora que cualesquiera dos vectores i e y de A 
vienen dados por sus coordenadas respecto de una misma base e„ 
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e t , . •.. í». es decir, 

x = o,í, + í^í, + . . . + a,í„. 

» = v A + Wi + -- - + r.«.. 

entonces 

* + y - («i + Y|) «i + ío* + Ti) *i + • • • + (*»+Yn) «A- 
Luego, pare cualquier número X del campo P tenemos 
Xx - (Xa g ) r, -r (tej (Xa B ) 

De aquí proviene que al adicionar dos vectores do un espacio lineal, 
sus coordenadas respecto de cualquier bato te suman y al multiplicar un 
vector por un número, todas sus coordenadas te multiplican por dicho 
número 

Ejercido*. 

1. D«muástr*a* que el rango de en alaterna de vector*» coincide con la 
dimanilón de au el piula lineal 

2. Uemulelreae que loe alaternas equivalente* de vectores tJrnoa un mismo 
rango. 

3. Domiitareso que ti la cápsula lineal L, esti construida en los vectores 
do la cápsula lineal entonces dim < dim ¿,. 

4. Demui*itroné que ti la cápsula lineal L, esté construida en loa vectores 
do la cápsula lineal £, y al dim L t — dim eotoncea las propia» cápsulas 
linea lea coincidan. 

5. Domuáatrese que un espacio lineal de polinomio* con coeficiente* 
rceloa dado sobre un campo de numaroe reale* o» de dimensión finita. 


i 17. Ejemplo* sencillos 

de los espacios lineales 

Los conceptos fundamentales d* dependencia lineal y do baso so 
pueden ilustrar con unos ejemplos muy sencillos poro aleccionadores, 
si tomamos a título do espacios lineales los conjuntos de números 
con operaciones ordinarias da adición y multiplicación. La validos 
de los axiomas del espacio lineal para los conjuntos do esto tipo es 
completamente obvia, por lo cual no nos detendremos en su compro¬ 
bación. Los elementos del espacio se llamarán, como antes, vectores. 

Consideraremos un espacio lineal completo que representa en si 
un grupo de adición de todos los números complejos con multiplica¬ 
ción sobre un campo de números complejos. Está claro que cualquier 
número z l% distinto de cero, representa en sí un vector líncaimente 
independiente. Sin embargo, cualesquiera dos vectores no nulos Sg 
y ; t ya son siempre linealmente dependientes. Para demostrarlo 
basta hallar tales dos números complejos a , y a,, distintos de cero 
simultáneamente, que sea a,s, -f a.x* = 0. Mas, esta igualdad puedo 
realizarse, evidentemente, cuando o, = — x„ a t = íg. Por consi¬ 
guiente, el espacio lineal considerado es unidimensional. 

Resulta ser algo diferente un espacio lineal real que representa 
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un grupo de adición dr todos lo> números complejos con multiplica¬ 
ción sobre un campo de números reales. A título de coeficientes de 
las combinaciones lineales pueden emplearse, en este caso, solamente 
los números reales, raxún por la erial e«te espacio lineal no puede ser 
unidimensional. En efecto, no existen números reales a, y a„ 
distintos de cero simultáneamente, para los cuales la combinación li¬ 
neal a,s, + ajS- se reduciría o cero, por ejemplo, para s, — 1, 
z t = I. Sea al cargo del lector demostrar, a título de ejercicio, quo 
el espacio lineal dado es bidimeosional. 

Es importante recalcar que aunque ambos espacios examinados 
se componen de las mismos elementos, se diferencian uno del otro on 
principio. Ahora ya está claro que un espacio lineal rea), que repre¬ 
senta un grupo de adición de todos los números reales con multiplica¬ 
ción sobre un campo de números reales, es unidimensional. Conside¬ 
raremos luego un espacio lineal racional que representa en sí un 
grupo do adición de todos los números reales con multiplicación sobre 
un campo de números racionales. 

Trataremos de construir, como antes, un sistema que contenga 
el número máximo de los vectores linealmente independientes r,. 
r,. r,. .. Está claro que se puede lomar, por ejemplo, r, — l. Puesto 
que a título de coeficiente* de las combinaciones lineales a t , 
«a. ... se admiten sólo los números racionales, es natural que median¬ 
te un número del tipo a,-1 no es posible representar, por ejemplo. 1 ?. 
Por lo tanto, el espacio no puede ser unidimensional. Por eso. en 
calidad del segundo vector, linenlmente independiente con la unidad, 
podemos tomar precisamente \ 5. Sin embargo, mediante un número 
del tipo «,'1 + a, p S" no .** puede representar, por ejemplo. ,‘/5. 

Efectivamente, supongamos que para ciertos a, y a, racionales 
se verifica la igualdad {/ í - a, + a, y 2. Elevando al cuadrado 
ambos miembros, obtendremos 

V’í - K-2-<J + 2a,a, 

o bien 



Esto es imposible, puesto que en el primer miembro figura un núme¬ 
ro racional y en el segundo, irracional. 

For lo tanto, el espacio en consideración tampoco puede ser bidi- 
mensional. Entonces, ¿cual será? Por sorprendente que sea, es de 
dimensión infinita. Sin embargo, la demostración de esta afirmación 
sale de los márgenes de nuestro curso 

Ln atención especial que se ha prestado a los ejemplos de espacios 
lineales de dimensión pequeña se explica por el hecho de que con 
ayuda de tales espacios podemos construir los espacios lineales de 
cualquier dimensión. Mas, hablaremos de esto más tarde. 
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Ejercicios. 

1. ¿Qué dimensión nene un «pedo lineal do números racionales dado 
pobre un campo de números racionales? 

2. Construyanse los sistema» 1¡ocalmente independíenlas de vectores en 
un espacio de los números complejos dado sobre un campo de números racionales. 

3. ¿Será espacio lineal un grupo do adición de los números racionales 
dado sobre un campo de números reales? Si Do ¿por qué? 


§ 18. Espacios lineales de segmentos 
dirigidos 

Va se ha señalado anterior¬ 
mente que los conjuntos de segmentos dirigidos corneales, de seg¬ 
mentos dirigidos coplanare* y de segmentos dirigidos en todo oí 
espacio forman «ios espacios lineales sobre un campo do números 
reales. Nuostra tarea inmediata consista en revelar su dimensión 
y construir la base. 

lema tl.l. Xa condición necesaria y suficiente de la dependencia 
lineal de dos vectores es su carácter colineol. 

DEMOSTRACION. Hemos «fe notar que la afirmación del lema 
es ovidonte, si entre dos voctores se tiene aunquo uno nulo. Por eso 
supondremos que ambos vectores no son nulos. 

Sean a y ó dos vectores linealmente dependientes. En este caso 
existen los números a y fl tales que 

na + p6 - 0. 

Puesto que, de acuerdo con la suposición, a 0, b 0. entonces 
a i)4 0. p s* 0, y por eso 



Por consiguiente, según la definición de operación do la multiplica¬ 
ción de un segmento dirigido por un número, los voctoros a y b 
son colineales. 

Supongamos ahora que los vectores a y & son colineales. Apll- 
quémoslos a un punto común O. Estos vectores se dispodrán en ciorta 
recta la cual transformaremos en un eje con una dirección dotormi- 
nada. Los vectores a y b son no nulos, ratón por la cual existe un 
número real ). tal que la magnitud del segmento dirigido a es igual 
al producto de la magnitud del segmento dirigido b por el número X, 
es decir, ía) = X{&}. Mas. de acuerdo con la definición do operación 
de multiplicación de un segmento dirigido por un número, esto quiore 
decir quo a =« X6. Así pues. los vectores a y b son linealmonte 
dependientes. 

Del lema demostrado se desprende que el espacio lineal de seg¬ 
mentos dirigidos colineales es unidimensional y de su baso puede ser¬ 
vir cualquier vector no nulo. 
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El lema 18.1. permite deducir un corolario muy importante. 
A saber, si los vectores a, b son colineales ya^O, entonces existe 
tal número X que b = Xa. En efecto, estos vectores son linealmente 
dependientes, es decir, para ciertos números a. £ que no son nulos 
simultáneamente, se tiene aa — (Ib « 0. Si suponemos que (1 = 0, 
de aquí se deduce que a * 0. Por consiguiente, p 0 y a título de 
número X se puede lomar >.•»(—a)/p. 

lema i*:. Lo condición necesaria y 
suficiente de la dependencia lineal de 
tres vectores es su carácter cop lanar. 

demostración. Sin restringir la 
generalidad supondremos que ningún 
par de los tres vectores Indicados es 
colineal, puesto que en el caso contrario 
la afirmación del lema se doduce inme¬ 
diatamente del lema 18 . 1 . 

Así pues, sean a, b, c tres vec¬ 
tores linealmeotc dependientes. Por 
consiguiente, existen tales números reales a. p. y. entre los cuales 
no todos son nulos, qua 

aa -r fió + ye ■» 0. 

Si. por ejemplo, y * 0, entonces de esta igualdad hallamos 



Fig. 18.1. 


Apliquemos los vectores a. b. c a un punto común O. En este 
caso de la última igualdad se desprende que el voctor c es igual a la 
diagonal del paralclogramo construido en los vectores (— a/y) a 
y (—p/y) b. Esto significa que siendo trasladados paralelamente on 
ol punto común. los vectores a. b, c resultan ser dispuestos en un 
mismo plano y, por consiguiente, son coplanarcs. 

Supongamos ahora que los vectores a, b, c son coplanares. Trasla¬ 
démoslos en un plano y apliquemos al punto común O (fig. 18.1). 
Por los extremos del vector c tracemos las rectas paralelas a los vecto¬ 
res a y b, y consideraremos el paralelogramo OACB. Los vectores 

a, OA y b, OB son colineales por construcción y no nulos, por lo 
eual existen tales números X. p que 


OA~\a, OB~nb. 


Pero, OC = OA -f OB, por consiguiente c = Xa + fió, o bien 
Xa + pó 4 - (-1) c - O. 

Puesto que los números X. p. —1 son a ciencia cierta diferentes de 
cero, la última igualdad significa dependencia lineal de los vectores 
a, b, e. 
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Ahora podamos resolver la cuestión sobre la dimensión de un 
espacio lineal de segmentos dirigidos coplanares. De acuerdo con el 
lema que acabamos de demostrar, la dimensión de este espacio debe 
ser menos de tres. Pero cualesquiera dos segmentos dirigidos no 
colineoles de dicho espacio son linealmente independientes. Por eso, 
el espacio lineal de segmentos dirigidos 
coplanares es un espacio bidimensional 
y su base pueden constituir cualesquiera 
dos vectores no colineoles. 

lema is.J. Cualesquiera cuatro vecto¬ 
res son linealmente dependientes. 

demostración. Sin restringir la gene¬ 
ralidad supondremos que ninguna terna 
de cuatro vectoras ea coplanar, puesto 
uo en el caso contrario la afirmación 
el lema fluye inmediatamente del lema 
18.2. Apliquemos loe vectoras a, b. e, 
d al órigen común O y por el extramo 
D del vector d tracemos los planos para¬ 
lólos a los que se definen por los paras 
do vectoras b. c; a, e y a, b, respectiva¬ 
mente (íig. 18.2). De la regla del paralelogramo para 1 a adición do 
vectores proviono que 

OD — OC + QE. ÓE-OA + OB, 

por ello 

ÓD-CtA + ÓB + ÓC. (18.1) 



Fig. 18.2. 


Los vectores a. OA y también b. OB y c. OC son colioesles se¬ 
gún su construcción, con la particularidad de que a, b, c son no 
nulos. Por consiguiente, existen tales números X, p, v que 

OA-hi. OB-pb. OC-ve. 

Toniondo presente (18.1), esto nos da la correlación 
d = ht + pb + ve, 

de donde se desprende la dependencia lineal de los vectores a, b, c, d. 

Del lema demostrado concluimos que la dimensión de un espacio 
lineal do todos los segmentos dirigidos debe ser inferior a cuatro. 
Pero no puede ser menos que tras, puesto que. de conformidad con 
el lema 18.2. cualesquiera tres ragmentos dirigidos no coplanares son 
linealmente independientes. Por eso el espacio lineal de todos los 
segmentos dirigidos es tridimensional y do su bsse pueden servir 
cualesouiera tres vector es no con la nares 
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Los espacios lineales considerados no son muy ilustrativos desdo 
el punto de vista geométrico, puesto que se admite la existencia en 
dichos espacios de un número infinito de los vectores iguales entre sí. 
Se harán mucho más ilustrativos, si en toda clase de los vectores 
iguales fijamos un representante y por palabra "vector" entendemos 
siempre un segmento dirigido elegido sólo de la totalidad de estos 
representantes. 

Uno de los métodos más cómodos para la fijación consisto en el 
examen de los conjuntos de vectores dirigidos sujetados en cierto 
punto O. En tal caso en lugar de un espacio lineal de segmentos 
dirigidos cólmenles obtenemos un espacio de segmentos dirigidos que 
están sujetados en el punto O y so ubican en la recta que pasa por 
este punto; en lugar de un espacio lineal de segmentos dirigidos co- 
planares obtenemos un espacio de segmonto* dirigidos sujetados al 
punto O y ubicados en el plano que pasa por este punto; y. por fin, 
en lugar de un ospacio lineal de todos loa segmentos dirigidos, un 
espacio de segmentos dirigidos sujetado* en ol punto 0. 

En tutelante trataremos principalmente, solamente los vectores 
sujetados. Lo* espacios linoalcs correspondientes so designarán 
medíanlo V x . V, y E,. donde el índice abajo significa la dimensión. 
Un espacio lineal compuesto de un solo segmento dirigido nulo, lo 
designaremos mediante K*. 

L.» introducción de estos espacios permito establecer una co¬ 
rrespondencia btunívoca entre los puntos y los sogmentos dirigidos. 
Pora ello es «ilíciente a todo vector ponerle en correspondencia su 
punto final. Teniendo presente tal interpretación geométrica, los 
elementos de un espacio lineal abstracto también se llamarán, a vo- 
•cos. puntos en lugar de denominarlos vectores. 

Ejercicios. 

Indiques* en los espacio. K„ r„ V, el sentido geométrico d* talos concep¬ 
to* como: 

1. La cípsula lineal. 

2. La dep*nd*ncl* • ind*p*odrnci* lio*»)» 

3. Los sistemas equivalíales de vector». 

4. Las transformaciones equivalentes elemeotales del sistema do vectores. 

5. El rango del sistema de vectores. 

5 19. Suma e intersección 
de los subespacios 
La introducción de las cápsulas 
lineales ha mostrado que todo espacio lineal contiene un conjunto 
infinito de otros espacios lineales. El significado de estos ospacios 
no se limita sólo a las cuestiones examinadas anteriormente. 

La? cápsulas lineales se han definido con ayuda de la indicación 
inmediata de su estructura. Podríamos emplear también otro acceso, 
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si definir'los espscios "menores" a través de ios propiedades de los 
vectores. Supongamos que en el espacio lineal K esta definido un 
conjunto de vectores L. Sí. al realizar las mismas operaciones que en 
el espado K, el conjunto L es por si mismo un espacio lineal, llama¬ 
remos a L subespacio lineal, subrayando en la denominación el 
hecho de que el subespacio consta de los vectores de cierto espacio. 
Por lo visto, el subespacio mínimo es aquel que se compono sólo 
de un vector nulo. Tal subespacio se denominará niHo y se designará 
mediante el símbolo 0. El subespacio máximo es el espacio K. Estos 
dos subespacios se llaman triviales y los demás, no triviales. Es evi¬ 
dente que todo subespacio junto con cada par de sus elementos x, y 
contiene también todas sus combinaciones lineales ar -4- 0y. Lo 
recíproco es también cierto. A saber: 

Si ol conjunto de vectoras L de un espacio lineal K, junto con 
cada par de sus elementos j. y contiene también todas sus combina¬ 
ciones lineales ar + py. será un subespacio. 

Efectivamente, de todos los axiomas pfcra el espacio lincul es 
preciso comprobar sólo aquellos que se refieren a los vectores nulo 
y opuesto. La validez de los axiomas róstanles es obvia. Tomemos 
a — 0. p • 0. De conformidad con los corolarios que provienen de 
las propiedades de las operaciones para los vectores del espacio K, 
llegamos a que 0*r + 0 *y — 0. es decir, el vector nulo pertenece al 
conjunto L. Tomemos ahora a =» — 1 . P •» 0. Se tiene (— 1) x + 
+ U-y — í—I) a:, por lo cual en L junto con todo voctor r figura 
también un vector opuesto a r. Asi pues, el conjunto /. os un subes- 
pac ¡o. 

La presencia de la base permite anunciar la afirmación de que 
en todo espacio de dimensión finita cualquier subespacio será una 
cápsula lineal. Por esto, en los espacios lineales de dimensión finita 
lo cápsula lineal constituye un método más genoral para definir loa 
subespacios lineales. Fn el espacio de dimonsión infinita no es así. 
No obstante, no locaba olvidar que existe muchísimo en común entre 
los conceptos y los hechos en los espacios de dimensión finita y los 
análogos correspondientes en los espacios de dimensión infinita. En 
nuestro deseo de subrayar esta circunstancia, aun on loa espacios de 
dimensión finita utilizaremos con mayor frecuencia el término 
subespacto lineal en vez de cápsula lineal. 

Seo K un espacio /i dimensional. Al igual que en el mismo espa¬ 
cio K. eu cualquier subespacio suyo L puede construirse la base. Si 

en el espacio K la base elegida es e¡, e t . e n , en el caso general 

los vectores básicos del subespacio L no pueden elegirse directamente 
del número de los vectores e,. e t , . . e H aunque sea por aquella 
razón que ni uno de ellos puede figurar en dicho subespacio Sin 
embargo, resulta válido en cierto sentido el siguiente lema inverso. 

lema i* i. Si en un subespacio L de dimensión s se ha elegido 
una base arbitraria f,. t„ entonces en el espacio K de n éslmu 
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dimensión se pueden elegir los vectores t,+¡ . t n de una manera 

tal que el sistema de los vectores í,.í,+,. . ... t n será la base 

en todo K. 

demostración. Examinemos sólo aquellos sistemas lineal¬ 
mente independientes de vectores en K que contienen los vectores 
t,, .... t,. Está claro que entre estos sistemas hay un sistema 

t .f,+„ . . t p que tiene el número máximo de vectores. 

Mas. en este caso cualquiera que sea el vector x de K. el sistema 
X,. .... t p . x debe ser linealmente dependiente. Por consiguiente, 
el vector x debe expresarse Iinealmente en términos de los vectores 

t¡ . t p . Esto significa que los vectores t,.f,*,. . . . 

. ... t p forman lo base en K y p — n. 

Consideraremos otra vex el espacio lineal arbitrario K, Esto 
espacio engendra el conjunto do todos los subespacios suyos, el cual 
se designará mediante I'. En el conjunto l' .«** pueden definir dos 
operaciones algebraicas que. a base de unos subespacios, permíton 
construir otros. 

Se denomina suma L, + L. de lo» subespacios lineales /., 
un conjunto de todos los vectores del tipo x — x + y, donde x £ L x . 

y € f'r 

So donomina intersección / a n £« d® lo* subespacios lineales 
í t un conjunto do todos los vectores pertenecientes síraultáuea- 
monlo tanto a L x como a /.,. 

Observemos que la suma de los subespacios, como también la 
intersección de ellas siempre son conjuntos no vacíos, ya que los 
pertenece a ciencia cierta el vector nulo del espacio K. Demostremos 
quo estos conjuntos son subespacios. 

En efecto, lomemos dos vectores arbitrarios s,. r, de la suma 

+ L t . Esto significa que x, - x, + y,. x, - x t -4* y,. donde r„ 
x, 6 e y„ y, € L % . Examinaremos ahora una combinación lineal 
arbitraria ax, + px,. Tenemos ax, + Px, « (ar, + px f ) - (ay, -f 
+ pv,). Puesto que ar, + fx, C ¿i y ay, f Py s € entonces 
az, -4- px, 6 ¿, + L t . Por consiguiente. £, + L t es un subospaclo. 
Soa, ahora, x,. «, 6 £» fl £«. ®s <lecir. x„ x, € L, y x,. 6 L,- 
Está claro que ax, -f Px, É y ax, -t P*i € decir, ax, + 

+ P*j 6 ¿i Ó £*• Por consiguiente. f] L t os también un subes- 
pocio. 

Do oste modo, las operaciones de adición do los subespacios y de 
su intersección son algebraicas. Estas operaciones son. evidentemente, 
conmutativas y asociativas. Además, para todo subespacio L de K 
se verifica 

L + 0 = L, L(\ K -L. 

Las leyes distributivas, que ligan ambas operaciones, están ausente?. 

Como so nota con facilidad ya en los ejemplos más sencillos, la 
dimensión de la suma de dos subespacios arbitrarios depende no 
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sólo do Ia dimensión de los propios subespacio*. sino también de 
cuán grande es su parle común. Resulta válido el 

teorema ia.i. Para cu o Inquiera des subespaeio* Z,, ¿ : de 
dimensión finita tiene lugar la Igualdad 

dim (Lj 0 ¿s) + dim (£, + L t ) = dim /, -4 dim L .. (10.1) 
demostración Des ignoremos las dimensiones de los subes* 
pacios L t , I„ L, fl L* con r,. r„ m. respectivamente. Elijamos 
en la intersección ñ un * base cualquiera c,. . . .. c m . Los 
vectores son linealmente independíenles y so disponen en L¡. Con¬ 
formo al lema 19.1, en existen tales vectores o,. . que el 

sistema a„ . . a», c,. . ... c m será Ja base cu Por analogía, 

en el subespacio existen tales vectoras b¡, b. . b p . que el 

sistemo b„ . . ., b p . e„ . ... e m sera la base en L % . En esto caso 
r» — * + i*i, r, — p + m. 

Si demostramos que el sistema de vectoras 

«i.a. *.. ¿i. b e (19.2) 

es la baso del aubespacio + L t , entóneos la afirmación del teore¬ 
ma tiene lugar, puesto que 

m + (*r + m+p)-(ft+m) + (p-4-m). 

Todo vector de loa subespacios ¿,. ¿ f so expresa linealmente on 
términos do los vectores de su base y con mayor ratón, lineal monte on 
términos do los vectores (19.2). Por eso en términos do estos vectores 
también so expresará linealmente cualquier vector do ia suma L, + 
+ ¿j. Rosta mostrar que el sistema (19.2) os linealmenlo indopon- 
diente. Sen 

a,«| + ... + a+ v»f| + . .. + + PA I- • . . 

. • • + Ms - 0. (19.3) 

Dono tomos 

6 - P.b, + ... + P P b P . (19.4) 

Está claro que 6 6 L t . Pero do (19.3) so deduce quo b 6 L t . Por 
consiguiente, 6 6/., 0 L*. es decir. 

VA + ... + W» (19.5) 

para ciertos números v„ . . v B . Al comparar (19.4). (19.5) obtono- 
mos 

Pjbj + ... + P pb p + (—v,) e t + . . . + (—v») c m = 0. 

El sistema de vectores b l , .... b p , e¡, .... c m es linealmente 
indopondiente por construcción y por ello 

Pi Pe ^ v i "-— v m — 0. 
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En virtud de la independencia lineal del sistema de vectores 

«t. . . . de (19.3) .*• desprende ahora que 

a, - . . . - a, - -r, = . 1 ,- 0 . 

El teorema queda demostrado. 


Ejercicios. 

1. tala ble ¿cose, en el ejemplo del rjpaci» liueal l’ t . d significado geo¬ 
métrico de las operaciones de la suma e interacción de Mibespacio». 

2. ¿Qué es >• »uma de los subespacios V, y I',? 

3. cQu* es la Inlerseceión de los subespacic* F, V V¿ 

4. Demuéstrese que la dimensión de una mieoección de cualquier numero 
de stiboípaeios no e» suponor a la mínima de las dimensiones de esto» aubespaciue. 

3. Demuéstrese que la dimensión do una suma de cualquier mimen: de 
submpacios no m inferior a la máxima de la* dimensiones de estos subespacic». 

5 20. Suina directa 

de los su hesperio* 

Sean dados los subespacios /.„ 

l. t ./,„ de cierto espacio lineal. Por definición de ln operación 

do adición, todo vector i, perteneciente a la suma 

K - L x + L, + . . + (20.1) 

puedo sor representado on la forma 

x - x, + x, . .. + x„, (20.2) 

donde x, 6 L t para < cualquiera. En ©1 caso general esta representa¬ 
ción no será única. En cambio, si todo vector de K admito una única 
representación (20.2), entonces la suma (20 1) se liorna atuna directa 
y so dosigna del modo siguiente: 

K - í, 4- L, + . . + U. (20.3) 

Las sumas directas poseen varias propiedades especiales. No 
obstante, para nosotros serán do interés no tanto dichas propiedades 
como los rasgos comunes en la descomposición ( 20 . 2 ) y la descomposición 
según la base. Supongamos que cierto espacio A puede descomponerse 
en suma directa (20.3) de sus subespacios L t . L m . Enton¬ 

ces, debido a la unicidad de la descomposición ( 20 . 2 ). el sistema 

de los subospacios L t , L x . L m puedo considerarse como cierta 

“base ge ñera lirada" del espacio K y la descomposición (20.2), como 
descomposición según la “base generaliiada". Tal interpretación do 
ln suma directa es especialmente útil al estudiar los espacios lineales 
de gran dimensión, puesto que en estos espacios hemos de estudiar, 
como regle, no todos los componentes en la descomposición según la 
base, 9ino sólo una pequeña parto de ellos. El uso de la suma directa 
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hace posible evitar tanto las descomposiciones voluminosas como 
las investigaciones de los pormenores superfinos. 

Sea K un espacio lineal n-dimensional. Tomemos su baso arbitra¬ 
ria e,, e,. . . ., e, y construyamos una totalidad de cápsulas lineales 

¿i - (««). - ¿t (*t) .- U («.)• Es evidente en esto 

caso que K será la suma directa de estos n subespacios unidimensiona¬ 
les. Pero el espacio A pued» ser representado por diferentes medios 
on forma de una tuna directa de los subespacios que tengan otra 
dimensión. El fundamento para tal representación lo constituyo el 
teorema je i Para que el espacio K sea una suma directa 

de sus subespacios . L m . es necesario y suficiente que la reunión 

de las bases de estos subespaciot constituya la base de todo el espacio. 
DEMOSTRACION Supongamos que K es una suma directa de 

los subespacios . . , L m y los vectores e,. 

. . .; e, . e. m constituyen las bases de dichos subespacios. 

Entonces para cada \ecior x dr A* tiene lugar la descomposición 
(20.2). Al representar cada uno de los vectores x, en forma do una 
descomposición según la base del subespacio correspondiente L¡, 
obtenemos que 

ar- a,r,+ ... ■+■«,,*., + ... iS.-,*' + • • *+ WM) 

para ciertos números a,. . . o,^. 

Do este modo, todo vector de A se puede representar en forma di- 

uua combinación lineal de los vectores <,.Para qno se 

pueda afirmar que estos vectores constituyen la base del espacio A', 
nos resta demostrar su independencia lineal. Ex amillaremos la 
Igualdad 

PiC,4 ... • + &„_,«•i'# m .,«i + ••• + P*« r «„' T ® (20.5) 

con los coeficiente^ numérico» p ( .P tai y designaremos 

Pi*i+“*i- 

. . (20.6) 

•••+&-*•*' f— 

Es obvio que y, £ L, y de (20.5) proviene la siguiente igualdad: 

o = i, + •. • + y m - 

Todos los subespucios contienen el vector nulo, por lo cual se 
verifica a ciencia cierta la correlación 

0-0 h ... + 0. 

Debido a la unicidad de la descomposición del vector nulo de K 

según los subespacios L, . L m concluimos que 

9i - . . = y„ = 0. 
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Do aquí 40 desprendo que todos Jos coeficientes do Jas combinaciones 

lino "los (20.6) eoo uníalos a cero, os decir, los vectores o,. e. m 

son linea Intente independientes. 

Supongamos ahora quo los vectores e,. e H ; . . .; «•„_,♦»« • • 

. • -t 'i m . fl'» constituyen las bases do los subespacios . . .. L m , 
f.rrm.m la baso de K Fn este c*»j para todo vector id© K tiene lu- 
v' mi única di-vomposición (20.4). Al denotar 




(20.7) 


i* , w h + • • • +^ x *. 

resulto que para * existo al menos una descomposición (20.2). Todo 
vector x, de (20 7) es una combinación lineal de los vectores bási- 
»oh 1 1 Eu virtud de la unicidad de la doacomposición (20.4) para el 
vector j, llegarnos a la conclusión de que la descomposición (20.2) 
para ¿1 es tarabion única. Bl teorema queda demostrado. 


Ejercido*. 

J. ¿hu juf condwionre al «pacto V, aeré la «mu directo de *u» «ube»pa- 

2 \l(n qií<* Medición» el «pació V , «ará la roma diraeU de sue doa »ub«»- 
m Iqh oai ti |ni V.? 

3. ¿Podra mr V, uiu sama directa de sua dos aubeepaclo* del tipo »V 

' *4. tSmuMAnaa qo# pare que U wat ( 20 . 1 ) rea directo. « oocosario y eufi- 
crent» que la d«c»iapouc.óo (20.2) see ¿atoa pare el vector nulo. 

U. bemuMtro* que pare qua la wat ( 20 . 1 ) seo directa. « aeeeaarlo y «ufi- 

clenle que la intareeecíAa da cada uao de lee «ubMpacios L,. I — 1. m. 

con la suma <to los damis cooleaz» tolo «I vector nulo. 


t 21. leotnorflemo de los espacios 
lineales 

Consideraremos el conjunto do 
todos los espacios lineales definidos sobre un mismo campo P. Soré 
natural preguntar en qué consiste la semejanza y la diferencia entro 
todos ostos espacios. 

Todo espacio lineal contiene en su descripción dos facetas esen¬ 
cialmente diferentes. En primor logar, el espacio lineal es una totali¬ 
dad do objetos concretos que se denominau vectores. En segundo 
lugar, sobro estos objetos concretos estén definidas las operaciones 
de adición y multiplicación por un número que poseen ciertas pro¬ 
piedades. Por oslo, el interés puede dirigirse o bien hacía la naturale¬ 
za do los vectores y las propiedades de éstos o bien hacia las propieda¬ 
des de las operaciones indicadas independientemente do la naturaleza 
de los elemontos. 
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La naturaleza de los vectores nos interesaba sólo en el estudio 
de los segmentos dirigidos y únicamente en la medida que fue necesa¬ 
ria para introducir operaciones y establecer las propiedades de las 
mismas. A continuación, la investigación posterior de los segmontos 
dirigidos se apoyaba exclusivamente en las propiedades de las opera¬ 
ciones. Del modo análogo procederemos también en cada caso concre¬ 
to. Por ello, se considerará que dos espacios de una misma estructura 
respecto a las operaciones de adición y multiplicación por un número 
poseen propiedades iguales o son Isomorfos. Con más precisión: 

Dos espacios lineales dados sobre un mismo campo se ¡laman isomor¬ 
los, si se puede establecer tal correspondencia biunluoca entre sus vecto¬ 
res que a la ruma de cualesquiera dos vectores del primer espacio le 
corresponda la suma de los vectores correspondientes del segundo espado 
y al producto de un número por un vector del primer espacio le corres¬ 
ponda el producto de este mismo número por el vector correspondiente del 
segundo espacio. 

Sean K y K' los espacios isomorfos- El hacho de que a todo vec¬ 
tor x do K no lo ha puesto en correspondencia un vector determinado 
r' do K' puede entenderse como introducción de cierta -función" 
x*-«(*). (21.1) 

cuyo “argumento'’ es el vector x del espacio K y el “valor" os el vector 
x' dol ospacio K'. Ambas propiedades de esta función se pueden oscri- 
blr del modo siguiente. Para cualesquiera x. y do K y para todo 
número X 

« <* + y) --(*)+- (i), 

o» (Xr) - Xu, (x). (21.2) 

Ei carácter biunívoco de la correspondencia entre K y K' signifi¬ 
co que a cualesquiera argumentos diferentes de la función (21.1) 
los corresponden diferentes valorea, ea decir, si 

* + V. (21.3) 

ou toncos 

»(*)*«<if). (21.4) 

Por consiguiente, de la igualdad o desigualdad do los valores 
de la función proviene, correspondientemente. la igualdad o desigual¬ 
dad de los argumentos. 

Los ospacios isomoríos tienen mucho en común. Eq particular, 
al vector nulo le corresponde el vector nulo, pues 
w (0) - w (O x) - 0*a> (*) - 0-x* - 0'. 

Sin embargo, el corolario más importante consiste en que a un siste¬ 
ma linealmente independiente de vectores le corresponde de nuevo 
un sistema lioealmente independiente. 
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Efectivamente, sean x„ x t .x, unos vectores linealmente 

independientes. Consideraremos una combinación lineal a, u» (x,) + 
+ a.cu (x,) + . . . 4- o,«a (x„) y harémosla igual a cero. Debido 
a las propiedades de la correspondencia isoroorfa tenemos 
O' = 0,(0 íx,) + o,w (xj + . . . + o„w (x.) = 

‘ - oí (0,X, + OfX t + ... + o.x 0 ) - o> (0), 
de donde so desprende que 

o 1 x l 4- o,x t + ... + o*x, = 0. 

Como los vectores x„ . . .. x, son linealmente independientes, 
todos los coeficientes deben ser nulos. 

El corolario demostrado permite afincar que si dos espacios 
lineales de dimensión finita son isomorfos. tienen la misma dimen¬ 
sión. La afirmación reciproca es también válida. A saber, tiene 
lugar el 

teche*a si i Dos espacios lineales cualesquiera que tienen 
una misma dimensión finita y están dados sobre un mismo campo ton 
Isomorfos. 

DEMoarn ación Sean K y K' dos espacios lineales de di¬ 
mensión n. Elijamos una base r,. r.. e H on el espacio K y una 

baso r¡, r'.r¡, on el especio K’. Construyamos un isomorfismo 

oí del modo siguiente, haciendo- uso de los sistemas indicados do 
vectores. A todo vector 

x ~ a,a, + ajf, -i- ... -i- o,r^ 
del especio K le pondremos en correspondencia e! vector 
„(i)-a,«;+<v;+. 

del espacio K'. La correspondencia establecida será blunivoca. puesto 
que la descomposición según la bose es única. 

Elijamos ahora dos vectores arbitrarios x e y de K y un número 
cualquiera \ y supongamos que 

X « O,/, + OfCt + • . • + tXnfm. 

II = Pi«. + Pi*i f . • - + 6.Í.- 

Se lien. 

»(*+»)■■«( ( a i+W í i+(*>+W*t+ —K«.+PiJ »J“ 

- («i+w «!+<“,+w»;+• - -+(«•+?•) *•— 

=(a,e;+>v;+ + a.e.i ip,.; - +... + p„«a ■•w+»#i. 

ca (U) - u «laj < 1 +('.*,) e, + ... + (la.) e.) = 

- (la,l e¡ + (l.a¿e',+ ...+ p.a„)= 

- i (a,.; + tur;+ ... -i-a,Kl = /.tú (i). 
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Las igualdades obtenidas demuestran la validez de la afirmación 
del teorema. 

La importancia de este teorema es muy grande. Precisamente 
este teorema permite ahora hablar con toda la certera de que desdo 
el punto de vista de todos los corolarios procedentes de los axiomas 
cualesquiera dos espacios lineales que tienen una misma dimensión 
y están dados sobre un mismo campo son indistinguibles. Por con¬ 
siguiente, podríamos construir un espacio lineal n-dimensional sobre 
el campo dado v. al investigar sólo dicho espacio, aclarar las leyes 
propias a lodos los espacios de dimensión finita. 

Sea dado un campo P. Consideremos un conjunto cuyos elemen¬ 
tos son toda clase de surtidos ordenados de n números a,. a,, . . . 
.... a„ del campo P. Si x es un elemento de este conjunto, escribi¬ 
remos 

x » (a,, a,.a,). (21.5) 

Las operaciones de adición y multiplicación por el número X del 
campo P determinemos del modo siguiente: 

(«ti «t* • • •• «-) + (Pi* P».P-) * 

- («» + Pi* *» + Pt.«•. + P-)* (21.6) 

X (*,. o,. . . «,) - (*«,. Xa,.Xa„). 

Es fácil comprobar que los axiomas del espacio lineal están cum¬ 
plidos. En particular, el vector nulo se determina por el surtido de 
ceros, es decir, 

0 - (ü. 0.0). 

y el vector opuesto para el vector (21.5) será 

—x - (—a,, —a,.—a*). 

Este espacio es n-dimensional y una de sus bases se indica con facili¬ 
dad inmediatamente. A saber. 

e t - (1. 0. 0 . 0 ). 

e, - (0. 1.0. 0). (21.7) 

e. - (0, 0.0. 1). 

Puesto que para el elemento (21.5) tiene lugar la descomposición 
x a,e, + a,*, + . .. + a.*,. 

los números a,, a,. .... a. se llamarán coordenadas del vector x. 

El espacio de tal tipo lo denominaremos aritmético y lo designa¬ 
remos mediante P n subrayando con esto su relación con el campo P. 
En el caso de que P sea un campo de los números complejos, reales 
o racionales, tales espacios n-dimens¡onales se designarán con C*. 
R, o D„, respectivamente. 
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Ahora puede parecer que no hay ninguna necesidad en el estudio 
de los espacios lineales «-dimensionales arbitrarios. En cfocto, sabe¬ 
mos que desdo el punto de vista de los corolarios procedentes de los 
axiomas, los espacios lineales isomorfos son indistinguibles, ratón 
por la cual siempre podemos estudiar con todo éxito solamente, por 
ejemplo, P n . No obstante, los ratonaroiontos generalas permiten 
poner en evidencia las propiedades más importantes do los espacios 
lineales, es decir, aquellas que no dependen de los sistemes básicos o, 
on otras palabras, son invariantes en los isomorfismot. 

Al estudiar solamente los espacios P siempre seríamos atados 
u una base concreta, por lo cual no podríamos ver coa facilidad la 
invariación de unas u otras deducciones. Con todo eso, so dobe obser¬ 
var quo las propiedades particularos del espacio P H no so merelen 
con las propiedades generales de los espacios lineales. No es tan fácil 
do hacerlo ni mucho menos. 

Para concluir, indiquemos una circunstancia más. Por analogía 
con ol espacio P H consideraremos el espacio P m cuyos olomentos son 
toda clase de surtidos infinitos ordenados de los números a„ a,, . . . 
del campo P. El olornento x de este conjunto lo designaremos por 
analogía con (21.5) 

* - («i. «i.) 

y por analogía con (21.6) introduciremos las operaciones sobro los 
olomentos. 

El espacio P~ ya será do dimensión infinita. Si supouoinos quo 
los espacios de dimensión infinita son Uomorfos respecto del espa¬ 
cio Pm, no será difícil comprendor que los espacios do dimensión 
infinita y los do dimensión finita han de tener mucho on común. 
Do eso no se dobe olvidar. 

Ejercicios. 

1. Construyase usa correspondencia Isomorfa enlre al «pació y un 
espacio de números reales dado sobre un campo de números realas. 

2. Construyase una correspondencia isomería entre el espacio V, y uo 
espacio ds números complejos dado sobre un campo ds números reales. 

3. DomufetroM que en los espacios tsomorío* los sistemas oqulvalenlee 
de vectores se transforman en ai»tema» equivalentes. 

4. Demuéstrese que en los espacios iwmorfos una interacción do subes pe¬ 
cios so transforma en otra interacción ds subes pecios. 

5. Domurétrao que en los espacios isomorfos una suma directa de subaspa- 
clos so transforma so otra suma directa de sobeapacios. 

§ 22. Dependencia lineal y sistemas 
de ecuaciones lineales 

La investigación de varias cues¬ 
tiones. ligadas de uno u otro modo con la dependencia lineal, se 
reduce o la resolución del problema siguiente. 
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Sean dados un sistoma de vectores a a , a., . . ., a m y el vector b. 
Se necosita establecer si el vector b es una combinación lineal dol 
sistoma dado de vectores y, además, hallar los coeficientes de la 
combinación lineal. 

Si el vector b es una combinación lineal de los vectores a,, a,, . . 

.. a m . entonces existen tales númoros x„ x,. z m que 

*!«1 + **"» + ... + Smflm - b. (22.1) 

Por consiguiente, el problema plantoado se reduce a la investigación 

de la ecuación vectorial ( 22 . 1 ) respecto de los números r,, s. 

• • •* **• 

Supongamos que los vectores se han dado por sus coordenadas 
respecto de cierta base e,. c,. .. e*. es decir, 

o, - .. . |). 

a * " (®u» a m • • •• fl u)' 


Om “ ( a »*. a tm , . . .. fl 4m ), 

b - (*». b t . b h ). 

Al igualar las coordenadas correspondientes de los vectores on los 
miombros primero y segundo de la ecuación (22.1), obtenemos 


“nh + o„*. + . . 

. 4- o,»*, - 6,. 


0.1*1 + o,,*, + . . 

• + «..*■ - 6.. 

(22.2) 

o»i*i + 0 .a + . ■ 

■ + 0„l. - b k . 



Este sistema de ecuaciones que refleje la inscripción de la ecua¬ 
ción (22.1) on coordenadas se llama sistema de las ecuaciones algebrai¬ 
cas lineales. Los números b„ 6„ .... ó* se denominan miembros 

derechos y x,. x,.x», Incógnitas del sistema de ecuaciones. La 

totalidad ordenada de los valores de las incógnitas quo satisface 
cada una do las ocuaciones (22.2) recibe el nombre do solución del 
sistema. SI el sistema de ecuaciones algebraicas lineales tiono al 
menos una sola solución, se llama compatible: on el caso contrario 
el sistoma se denomina incompatible . 

De osle modo, la respuesta a la pregunta sobre si es o no ol vector 
b una combinación lineal de los vectores a„ a-, . . a n se deter¬ 
mina por la compatibilidad o no compatibilidad del sistema (22.2). 
Si ol sistema es compatible, cualquier solución de él proporciona 
los coeficientes de la descomposición del vector b según el sistema 
de vectoras a,, a ,. . . .. a m . 

Dos sistemas do ecuaciones algebraicas lineales respecto do les 
mismas incógnitas se llaman equivalentes, si toda solución de un 
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sistoma es solución para el otro sistema o ambos sistemas son 
incompatibles. 

El método general para solucionar los sistemas puede fundamen¬ 
tarse sobro la transformación sucesiva del sistema inicia] (22.2) en 
tal sistema equivalente, para el cual la solución se halla de manera 
suficientemente simple. Demos a conocer ahora uno de los métodos 
llamado método de eliminación o método de Causs. 

El proceso de resolución incluye, en el caso general, no más 
que k — 1 etapas. G»n el fin de distinguir los coeficientes de las 
incógnitas y los miembros derechos, que se obtienen en el transcurso 
de la transformación en diferentes etapa*. marca reñíoslos con mi 
índico adicional que se pone por arriba y significa el número do la 
etapa realizada. De conformidad con esta observación, el sistemo 
inicial (22.2) tendrá la forma 

•iv« 1 +.í?%+...+«o_-ir. 

OjVi, + u'lV*t +• • -*- a iml m “ tf*. ^22 3) 

Examinémosla primera ecuación. Si todos los coeficientes de las 
incógnitas y el miembro derecho son iguales a cero, entonces cual¬ 
quier totalidad de los números z,. : m satisfará esta ecua- 

cíón. Por consiguiente, al excluir de la consideración la primera 
ecuación, obtendremos un sistema equivalente. Puede suceder que 
todos los coeficientes de las incógnitas en la primera ecuación son 
iguales a cero, mientras que el miembro derecho no es nulo. En este 
caso ninguna totalidad «1c los números *». z,.z m puedo satis¬ 
facer tal ecuación Entonces, el sistema será incompatible y su in¬ 
vestigación so ha dado por terminada. 

Supongamos que entre los coeficientes de la» incógnitas en la 
primera ecuación se tiene aunque uno diferente de cero. Sin restringir 
la generalidad, se puede considerar que «;*' 0. puesto que en «il 
caso contrario se lo puede conseguir por permutación de las incógni¬ 
tas. Llamemos al elemento oj* elemento rector. Expresemos la in¬ 
cógnita z, de la primera ecuación en términos de las incógnitas res¬ 
tantes y del miembro derecho y a continuación sustituyamos la 
oxpresión obtenida para z, en todas las ecuaciones, salvo la primera. 
Reduciendo en todas las ecuaciones los términos semejantes obtendre¬ 
mos un sistema nuevo 

«SV*.+«!?%+ — 

. +4¡ha —4". 


, , a n_ _ i¿ii 


( 22 . 4 ) 
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Los coeficientes de este sistema están ligados con los del sistema 
anterior mediante las siguientes correlaciones: 

_«0) 

•Vi 

para cualesquiera /, /. „ 

Los Sistemas (22.3) y (22.4) son equivalentes. En efecto, suponga¬ 
mos que el sistema (22.3) es compatible. Entonces, cualquior solu¬ 
ción x„ í, .*, del mismo convierte todas las ecuaciones del 

sistema (22.3) en las identidades. Reiterando do nuevo con cualquiera 
de las soluciones el proceso de eliminación, nos convencemos de que 
la solucióu mencionada es también mIucíóu del sistema (22.4). 
Supongamos luego que cierta solución del sistema (22.4) no es la solu¬ 
ción del .sistema (22.3). Satisface a ciencia cierta la primera ecuación 
de (22.3). Supongamos que dicha solución no satisface una ecuación 
de número t > 2. Entonces, repitiendo otra vei el proceso do elimi¬ 
nación. llegamos u que la solución elegida no debo satisfacer 1a 
f-ésiina ecuación del sistema (22.4). Poro esto contradice a la hipóte¬ 
sis. Ahora está claro que si uno de loa sistemas es incompatible, el 
otro sistema será también incompatible. 

Hornos descrito solamento la primera etapa de la transformación 
dol sistema. Todas las etapas restantes se realizan do la rannora 
análoga. En la segunda etapa eliminemos la incógnita x, de todas las 
ecuaciones a excepción de las dos primeras; en la tercera etapa, la 
incógnita z, de todas las ecuaciones a excepción de las tres primeras, 
etc. Si. en el transcurso de las transformaciones, no encontramos las 
ecuaciones, donde todos los coeficientes de las incógnitas son ¡guales 
a cero, ontonces acabadas k — 1 etapas, llegaremos al sistoma: 


ril) 10 ) - 9 > I (O) (OI .(01 

J 11*1* °n**♦•••♦ a n*k j ♦•u.i , *ei*-"* “ •« • 

Ji> <» le» . . Jti .<0 

**•»♦—♦•** j *•*.*♦ •'*. i*"'* (22>S) 

I.I. 

{_J* •*.*♦»•! *m- b k • 


que es equivalonte al sistema (22.4). Si en el transcareo de la trans¬ 
formación encontramos unas ecuaciones que se satisfacen idéntica¬ 
mente, el sistema (22.3) se compondrá de un número menor de ecua¬ 
ciones. 
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Lna incógnitas :* T „ . . .. s. se denominan indeterminadas. 
Evidentemente, cualesquiera que sean los valores que se atribuyan 
a estas incógnitas, todas las demás incógnitas del sistema (22.5), 
a partir de z», también pueden determinarse sucesivamente. Los 
coeficientes al*’, por los cuales tendremos quo 

dividir, son elementos rectores en las etapas separadas, razón por 
In cual todos ellos son distintos de cero. 

Asf pues, desde el punto de vista leCnco, el concepto de dependen¬ 
cia lineal se ha investigado en un grado suficientemente comploto. 
No obstante, en o! aspecto práctico puede conducir a unas dificultades 
muy serias. Por ejemplo, consideraremos en el espacio K* un sistema 
de vectores 



-2. 

0. .. 

o. 

0). 

«,-<0. 

i. 

-2. .. 

.. o. 

0). 


0. 

0. .. 

.. 1. 

-2). 


0. 

0. .. 

-.0. 

!)• 


Ea linealmente dependiente, puesto que 

2-*a, + + ... + 2 «o» - 0. 

Ohsorvomos que 2*<** l > < 10“** pars * > 40, por lo cual al 
realizar los cálculos prácticos, surge, naturalmente, el deseo do 
monosprecíar el valor da la coordenada tan pequeño. Además, todos 
los númoros, como regla, sulen conocerse con inexactitud y casi 
siempre contienen errores mucho más grandes. Pero, si incluso cono¬ 
ciéramos las coordenadas con toda la exactitud, ya los cálculos 
iniciales con ollas llevarían a los resoltados inexactos, si los cálculos 
se realizaban de manera aproximada. Se debe añadir quo ln mayoría 
de las máquinas computadoras modernas no percibe los números tan 
pequeños como os 2"<*“*> para * > 64. y opera con ellos como si 
fueran ceros. Por esta razón, en realidad, en lugar dol sistema do 
vectores (22.6) on la práctica podamos tropezar con un sistema dol 
tipo: 

- 2 . 0 , .... 0 . 0 ), 

flz=»(0, 1, -2, . 0. 0). 

. (22.7) 

**-, = ( 0 , 0 . 0 . 1 ,- 2 ), 

«.-<0. 0. 0.0. 1). 

Mas, este sistema es linealmente independiente. 

Do este modo, las alteraciones pequeñas en coordenadas do los 
vectores pueden llevar a que bajo las condiciones en que las propias 
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coordenadas se prefijen do modo aproximado y los cálculos con ellas 
sean también aproximado?, un sistema linealmente dependíanlo 
puede hacerse linealmente independiente y. viceversa, un sistema 
linealmenUs independiente, linealmente dependiente. Pero en esto 
caso será natural preguntar ¿quá sentido práctico tienen los conceptos 
de dependencia lineal, rango, base, sistemas compatible y no compa¬ 
tible y. en general, todo lo que hemos investigado basta ahora? 
Paro esta pregunta no existe respuesta sencilla, puesto que está 
asociada con una comprensión profunda de los problemas quo so 
resuelven. Esta pregunta da origen a ¡as diferencias que ¿extinguen 
la matemática “ precisa " de la matemática “ aproximada ". 


Ejercido*. 

1. Demuéstrese que ai el sistema (22.2) es compatible, tendrá una única 

solución cuando, y sólo cuando, el sistema de vectores o,, a,.sea 

linca luiente independiente. 

2. Demuéstrese que si el sistema de \ee torea o,. a.. timo ol 

rango r, al alaterna (22.5) se compondrá de r ecuaciones. 

3. Como solucloaee del sistema consideraremos loa recio rea del (tapado 

P m . Supongamos que b - 0 y el sistema de vacieras a,. ..a» timo el 

rango r. Demuestres* que al conjunto da todas las solucionas del sistema (22.2) 
forma so este cato un subespado (a. - d-dímenaicnal del aspado P m . 

4. Hállente todas las solucione* del sistema de ecuaciones algebraicas 
lineales 

l'í /S, 

2..+ /Í >.-/!. 

IWIv,K m mismo ctal.mo .1 peoniar /l /3. V'í con 1. u.ctluid dito 
rento. Compárense loa resultados entre ai. 

5. Establézcase la relación existente entra el método da C.auas y laa trans¬ 
formar iones elementales da un sistema de vectoras. 
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§ 23. Sistemas afines de coordenadas 

Hay gran cantidad de los proble¬ 
mas ciontificos y técnicos que requieren descripción exacta de la 
posición on el espacio de diferentes objetos geométricos talos como ol 
punto, la figura, la línea, la superficie, etc. Cuando se trata de un 
objeto complejo, resulta muy importante conocer no sólo la caracte¬ 
rística general de la posición, como, por ejemplo, la ubicación del 
centro de gravedad, sino también la posición de todo punto del objeto. 

A título de ejemplo recordemos que la predicción de los eclipses 
lunares y solares es posible gracias a que se conoce la posición do 
los cuerpos celestes en cualquier momento de tiorapn. La transmisión 
de las imágenes de televisión a grandes distancias puedo realizarse 
porque la posición de todo punto de la imagen que se transmite esté 
bien definida. 

Evidentemente, es necesario proporcionar un método que doscribo 
la posición do un solo punto, puos todo objeto geométrico puede ser 
definido corno cierta totalidad de puntos. En este caso, obviamente 
conviene considerar independientemente la posición de un punto en 
una recta, en un plano o en un espacio, puesto que la descripción 
espacial de un objeto es lejos de ser siempre oportuna. Por ejemplo, 
una foto puede considerarse, a cioncia cierta, sólo en un plano, 
miontras el movimiento de un puoto material, siendo ausentes las 
fuerzas que actúan contra él, sólo en una linea recta. 

Una de las descripciones más difundidas de la posición do un 
punto está basada sobre una idea muy simple. Ya hemos notado que 
ontre todos los puntos y los segmentos dirigidos sujetados puedo 
establecerse una correspondencia biunivoca. Por ello, la descripción 
de la posición de un punto puede ser sustituida por la descripción 
de la posición del segmento dirigido correspondiente. Esta última 
se determina plenamente por las coordenadas del segmento respecto 
de cualquier base, es decir, por ciertos surtidos ordenados de núme¬ 
ros. Por consiguiente, la posición de un punto debe determinarse 
también por los surtidos ordenados de números. Pasamos, ahora, 
a la investigación de esta idea. 
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Sea dada una línea recia. Fijemos en ésta un punto arbitrario O 
y consideremos un espacio lineal V, de vectores dispuestos en la recta 
dada y sujetados al punto O. Elijamos en el citado espacio un vector 
básico a. Transformemos luego la recta en un eje, al definir en la 
misma una dirección de modo tal que la magnitud del segmento a 
sea positiva (fig. 23.1). 

Un eje con el punto O y el vector básico a, dofinidos en el eje, 
forma un sistema afin de coordenadas en la linea recta. El punto 0 

Fif. 23.1. 

se llama origen del sistema de coordenadas y la longitud del voctor a, 
unidad de escala. 

La posición de cualquier punto M en la recta se determina unívo- 
CAmonte por la posición del vector OV. Los vectores a. (?M son 
colima les y a */* 0. a consecuencia de lo cual, de acuerdo con el 
corolario del lema 18.1, existe tal número real a quo 

ÓM-aa. (23.1) 

Esto número se denomina coordenada afin del punto M en la recta. 
F.I hocho do que el punto M tiene la coordenada a m donota por el 
símbolo M (o). 

Hemos de notar quo. siendo fijado un sistema afín de coordonodas 
en Ia recta, la correlación (23.1) define unfvocamonlo la coordonadu 
afín a do cualquier punto \f en la recta. Evidentemente, lo recíproco 
os también cierto. A sabor, todo número a determina unívocamente, 
mediante la correlación (23.1), un cierto punto M do la línea recto. 
Do este modo, siendo fijado un sistema afín do coordenadas, existe 
una correspondencia biuniooca entre todas los números reales y los 
puntos de la recta. 

La definición de los puntos por medio de sus coordenadas permite 
calcular las magnitudes de los segmentos dirigidos y las distancias 
entre los puntos. Sean dados los puntos .tí, (a,) y M t (o,). Tenemos 

_ {OMj — OM ,} - (ajfl-a.a)» 

- ((*,-*,) a) = (a, -<t¿ (o) - (a,-a,) |a|. (23.2) 

Al designar mediante p (M„ M t ) le distancie entre los puntos 
Mi y Mi, tenemos 


p(Jf„ MJ-KAMfJI-la,—a,| M. 


(23.3) 
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Los fórmulas se hacen particularmente sencillas, si la longitud del 
vector básico es igual a la unidad. En este caso 

«¿w- 

P(AÍ,. = |a,-o,|. ^ ' 

Supongamos ahora que se ha dado un cierto plano. Fijemos en el 
mismo un punto arbitrarlo O y consideremos el espacio lineal V, 
de las vectores dispuestos en el plano 
dado y sujetados al punto O. Elijamos 
en el espacio un par cualquiera de 
vectores básicos a. b. A las líneas 
rectas que contienen dichos vectores 
atribuyámosles direcciones determina¬ 
das de iid modo tal que las magnitu¬ 
des de los segmentos a, b senn posi¬ 
tivas (fig. 23.2). 

En un plano do» ajes que se cortan 
en el punto O y llevan los vectores 
básicos o. ó dados forman un sistema 
afín de coordenadas en el plano. El ojo 
que contiene el primer vector básico 
se llama eje O* o eje de abscisas) el eje 
que contiene el segundo vector básico 
se denomina eje Oy o cjo do ordenadas. 
La posición de cualquier punto M en el plano se determina tam¬ 
bién unívocamente por el vector OM y para éste, a su vea. existo la 
única descomposición del tipo 

ÍMf-aoJ-pó. (23.5) 

Los números reales a. 0 se llaman de nuevo coordenadas afines del 
punto M. La primera coordenada se llama abscisa y la segunda. 
ordenada do ¿V/. El hecho de que el punto Jlf tiene las coordenadas 
a, 6 se denota mediante el símbolo M (a. P). 

. En los ojos de coordenadas Ox. Oy existen los únicos puntos 
Af x , M f tales que 

Mt-ÓMi+OÍr,. (23.6) 

Dichos puntos se disponen en la intersección de los ejes de coordena¬ 
das con las rectas que son paralelas a los ejes y pasan por el punto Ai. 
Se denominan proyecciones afines del punto Af sobre los ejes de coor¬ 
denadas. Los vectores 0Af„ OM, se llaman proyecciones afines del 
vector OM. Debido a la unicidad de las descomposiciones (23.5), 



Fig. 23.2. 
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(23.6) llegamos a la conclusión de que 

OSf' x = aa, Ófá w ~$b. (23.7) 

De este modo, si el punto Sí tiene las coordenadas M (a, 0) 
los puntos M x , M p , que pertenecen al plano, tienen las coordenadas 
M„ (a, 0). M y (0, p). Además, si 

ÓÍ-(a.p). 



0AT s -(a, 0). <?*/,-<0. P). 

Todo vector básico forma en su eje un sistema propio da coordena¬ 
das. Por ello, los puntos Sf M . Sí - se pueden considerar también 
como puntos de los ejes Ox, Oy, dados 
en ostos sistemas propios de coorde¬ 
nadas. Sin embargo, de (23.7) proviene 
quo la coordenada del punto Sf a en el 
ojo Ox os igual a la abscisa del punto 
Sí. Análogamonto, la coordenada del 
punto Sí„ en el eje Oy es igual a la 
ordonodo dol punto Sí. Siendo estas 
afirmaciones del todo evidentes, son 
do gran importancia, puesto que per¬ 
miten emplear las fórmulas (23.2)— 

(23.4). 

El par ordenado de números a, 

6 determina unívocamente un punto. 

En efecto, las correlaciones (23.7) 
permiten construir unívocamente fas 

proyecciones afines de un punto, las cuales, a su vez, deter¬ 
minan unívocamente, un punto del planb. Por consiguiente, siendo 
fijado un sistema afin de coordenadas, existe una correspondencia 
bluntvoca entre todos los pares ordenados de números reales y puntos 
del plano. 

De modo análogo so introduce el sistema afín de coordenadas en 
un espacio. Fijemos un punto O y consideremos el espacio lineal V % 
de vectores sujetados al punto O. Elijamos en este espacio una terna 
de los vectores básicos a. b, c. Atribuyamos a las rectas que con¬ 
tienen dichos vectores las direcciones determinadas de modo tal 
que las magnitudes de los segmentos a, b. c sean positivas (fig. 23.3). 

Tres ejes en el espacio que se cortan en el punto O y llevan defini¬ 
dos en si los vectores básicos o. b, e. forman un sistema a/ln de coorde¬ 
nadas en el espacio. El eje que contiene el primer vector básico se 
llama eje Ox o eje de abscisas, el eje con el segundo vector básico 
es Oy o eje de ordenada», el tercer eje se denomina Oz o eje da > 


fig. 23.3. 
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coordenadas. Los Ejes de coordenada* elegidos dos a dos determinan 
los asi llamados planos de coordenadas que se denominarán Oxy. Oyz 
y Oxz. 

La posición de cualquier punto Af de un espacio se determina. 

como antes, por el vector OM. para el cual existe ana única descom¬ 
posición 

0.lf «oa + Pó + yr. 


Loa números reales o. p. y se llaman coordenadas afines del punto M 
en el espacio. La primera coordenada se llama abscisa, la segunda, 
ordenada y la coordenada tercera, i-eoordenada del punto Af. El bocho 
de quo oí punto M tiene las coordenadas a, p. y se indicará modianto 
el símbolo M (a. p. y). 

Tracemos por el punto M del plano unos planos paralelos a los 
de coordenada'. Los puntos do intersección de estos planos con los 
ejes de coordenados Os, Oy, Os se desigoarán con Af,. M $ , M, 
y se rfcnmnin.ir.tn proyecciones afines del punto M sobre los ejes de 
coordenada La intersección de los planos de coordenadas con loa 
paras de planos que pasan por el punto A/, determina los puntos 
A f yi . M tl , Aí„ que llevarán los nombres de proyecciones afines del 
punto M sobre los planos de coordenadas. Respectivamente, los vecto¬ 
ras OM t , oTf„ etc. se denominarán proyecciones afines del i •eetor 
OM. Es evidente que 

(W«oSf,+0AÍ t +flA/ f . 

OSt, t -OM,+ÓSf,. 

0Af„-0Af, + 0Jf l . 

ÓM',-0Ng + ÓM,. 

Al igual que oa el caso de un plano, si el punto Af tiene Jas coor¬ 
denadas 

Af (a. P, t). 

las proyecciones afines de este punto tendrán por coordenadas: 

Af, (o. 0. 0). Af, (0. P. 0), Af, (0, 0. y), (23.8) 

(0. P. y). Af„ (a, 0. y). Aí„ (a. P. 0). 

Por analogía, si 

0Af-(a, p. y). 
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SO tiCDO 

O Ai» —(a, 0. 0), OM t = (0.0.0). OA/,-<0. 0. y), 

oU tI = (0. p, Y ). 0. y). ¿MU - (a. P, 0). 

Esta vez también, todo vector básico y lodo par de vectores 
básicos forman sistemas afines propios en loa ejes de coordenadas 
y en los planos de coordenadas. Las coordenadas de los puntos en 
estos sistemas coincidon nuevamente con las coordenados afines do 
loa mismos, considerados como puntos dal espacio. Abora bien, «Ion- 
do fijado un .«¡alema afín de coordenadas, crista uno correspondencia 
bluntvoca entre todas las ternas ordenadas de números reales y los pun¬ 
tos del espacio. 

Entra lee sistemas afines de coordenadas en una recta, en un 
plano y on un espacio, son de mayor uso los llamados sistemas rec¬ 
tangulares cartesianos de coordenadas. Estos últimos so caracterizan 
por el hecho de que todos los vectores básico» tienen una longitud 
igual a la unidad y los ejes de coordenadas. Unto en ol caso de un 
plano como en ol de un espacio, sou perpendiculares dos a dos. Los 
vectoros básicos en el sistema cartesiano de coordenados designan, 
comúnmente, por las letras i, /. k. En lo sucesivo haremot. uno, 
como regla, sólo do lo» sistema- que acabamos de mencionar. 


Ejercicio*. 

1. ¿Cuál da loa punió. A (o). B (-o) aa halla mas a la derecha en «I ale 
da <• «ordenadas dibujado .a la llg. 2 J. 1 Í 

2. ¿Qoá raprasanla en si al logar geométrico «le lo» punios M (a. B, y) 
para los coalas las proyecciones alinea V,, timen poi c<ordrnadas M tl (—3.2,0)? 

3. ¿Dependen las coordenadas da los punios del modo «le elegir la direc¬ 
ción en los ejes da coordenadas? 

4. ¿Cómo varían las coordenada, de los ponto» con el cambio do longitud 
de loa vectores básicos? 

5. ¿Qué coordenadas tiene el ceotro de un paralelepípedo, si el origen da 
coordenadas coincide con uno de su» vertiera y los vectores básico», con las 
aristas? 


i 24. Otros sistemas di eoordenedos 

Los sistemas de coordenadas em¬ 
pleados en las matemáticas permiten prefijar, mediante números, la 
posición de cualquier punto de un espacio, de un plano o de una 
recta. Esto hace posibles toda clase de cálculos sobre las coordena¬ 
das y, lo que es muy importante, permite utilizar las computadoras 
modernas no sólo para diversos cálculos numéricos, sino también 
para la resolución de problemas geométricos, la investigación de 
cualesquiera objetos geométricos y correlaciones. Además de los 
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sistemas afines de coordenadas examinados anteriormente se emplean 
con frecuencia otros sistemas. 

Sistema polar de coordenadas. Elijamos en un plano una recta 
y fijemos en la misma el sistema cartesiano de coordenadas. El ori¬ 
gen 0 de este sistema se llamará polo y el eje de coordenadas, eje 
polar. Consideraremos en lo sucesivo que el segmento de escala del 
sistema do coordenadas en la recta se emplea para medir longitudes 
de lo* segmentos cualesquiera en el plano Examinemos un punto 
arbitrario .lf del plano. F.s evidente que 
su posición estará completamente defini¬ 
da. si se prefijan la.distancia p entre los 
puntos M. O y el ángulo q que se forma 
a] hacer girar el rayo Ox alrededor del 
punto O en el sentido contrahorario hasta 
que su dirección coincida con la del 

segmento OM (fig. 24.1). 

Se llaman coordenadas polares del 
Plg. 24.1. punto M en un plano los números o y q. 

El número p se llama radio polar, el 
número q. ángulo polar. Comúnmente se supone que 



0<q< +oo. 0<q < 2*. (24.1) 

Si el punto \f coincido con el polo O. el ángulo polar so considera 
Indeterminado. 

Con cualquior sistema polar de coordenadas se enlata de un modo 
natural cierto sistema rectangular cartesiano de coordenadas. En 
opte sistema el origen de coordenadas coincide con el polo, el ojo 
do abscisas, con el eje polar y el eje do ordenadas se obtiene giraodo 
el oje polar alrededor del punto O a un ángulo n/2. 

Denotemos las coordenadas del puntj M en el sistema rectangular 
cartesiano de coordenadas Oxy mediante a. 0. Son evidentes las 
fórmulas 

a = p eos <p. 0 — p sen q. 

Do aquí obtonemos también las correlaciones inversas 


p»-a»+P>. coa» - -yp.i'pyy . 

Estas fórmulas permiten calcular las coordenadas polares de un 
punto partiendo de sus coordenadas cartesianas, y viceversa. 

Coordenadas cilindricos. Elijamos en el espacio un plano cual¬ 
quiera n y fijemos en éste un sistema polar de coordenadas. Por el 
polo O tracemos el eje Oí perpendicular al plano a (fig. 24.2). Con- 
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vengamos, ouovamente. en considerar que para medir las longitudes 
de todos los segmentos en el espacio se utiliza on mismo segmento de 
escala. Introduzcamos en el plano a un sistema rectangular cartesia¬ 
no de coordenadas que corresponda al sistema polar. Junto con ol 
eje Oz el sistema introducido formará un sistema cartesiano do coor¬ 
denadas en ol espacio. 

Consideraremos las proyecciones M t y Sí, 9 del punto Sí sobre 
el eje Oz y el plano Ozy. El punto .V xí . como punto del plano n, 



tiene por coordenadas polares p. f. El punto Af„ que pertenece al eje 
Oz, tieno la coordenada z. 

Se llaman coordinadas cilindricas del punto Sí en el espacio tres 
números p, <p, x. En este caso se supone también que 

0 < P < +oo, O < f> < 2*. 

El ángulo 9 para los puntos del eje Oz no está definido. 

La relación cutre las coordenadas cartesianas en el sistema Ozyi 
y las coordenadas cilindricas se determina por medio de Jas corre¬ 
laciones 

x «= p eos 9, y = p sen 9, z - s. 

Coordenadas esféricas. Consideremos en un espacio el sistema 
rectangular cartesiano de coordenadas Ozys y el correspondiente sis¬ 
tema polar de coordenadas en el plano Ozy (fig. 24.3). Sea Sí un 
punto cualquiera del espacio distinto de O. y sea Sf ri/ la proyección 
de SI sobre el plano Ozy. Designemos con p la distancia del punto M 

al punto O y con 0. el ángulo formado por el vector OSÍ y el vector 
básico del eje Os. Sea, por fin, 9 el ángulo polar de la proyección 

Msr 
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So llaman coordenadas esféricas del punto A# en ol espacio tres 
números p, 9 . 0. El número p es el radio, el número 9 , la longitud y el 
número 0. la latitud. En «ate caso se supone que 

0 < p < + 00 , 0 < 9 < 2n, 0 < 8 ^ n. 

La longitud no está definida para todos los puntos del eje Oí, mientras 
que la latitud no está definida para el punto O. 

La relación existente entro las coordenadas cartesianas en el 
sistema (¿ryz y las coordenadas esféricas se determina por las corre¬ 
laciones 

z p sen 0 eos 9 , y — p sen 0 sen 9 , x « p eos 0 . 

Ejercicios. 

1 . Construyase una linea Ul que la* coordenada! d* >ui punto* en el alatauia 
polar Mtlaíagan la corralaeldn p ~ c« 3q 

2 . Conatriya» una lkn*a tal que laa coordenada* da »ua puntea an al alaterna 
cilindrico aatlafagan laa corrWacionee p - 9 *'. * - 7 

3. Construyale una raperficie tal que laa coordenadas da aus puntos on el 
«interna «Urico de coordenada* Balotaran laa correlación» 

o < P < 1 . f-«a 0 <e<n/ 2 . 

§ 25. Problemas 

Consideremos varios problemas 
sencillos referentes a la aplicación de los sistema» rectangulares 
cartesianos de coordonadas. Para concretar, examinemos dichos 
problemas en ol espacio. Los problemas análogos en un plano difieren 
de éstos sólo en pequeños detalles insignificantes. Convengamos on 
considerar siompre que se tiene un sistema fijado de coordenadas cuyo 
origen es el punto 0 y los vectores básicos son i. /. k. 

Coordenadas de un vector. Supongamos que en el espacio están 
dados dos puntos Af, (o», p,. Ti) Y Af. («**• P». Y») Esto* puntos 
detorminen el vector A#,Af t , que tiene ciertas coordenadas respecto 
de la base l, f, k. Establezcamos la relación que existe entre las coor¬ 
denadas del vector A/,A/, y las de los puntos Ai,, M t . Tenemos 

m x m\ - dtT t —Óst x . 

Luego, por definición de coordenadas afines de los puntos Af,, Af„ 
+ M + ÓM,=*'**i+M+-hk. 

Por olio, de aquí se deduce que 

M,M, = (í.—a.) i + (fc—*0 l+tt,— Y,) k. 
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o bien, de acuerdo con las designaciones aceptadas, 

= p,-P„ Y;~Yt)‘ (23 i) 

Coordenadas de las proyecciones de un vector. Consideremos, otra 

vez, en el espacio el segmento dirigido Ai,Ai,. Al proyectar los puntos 
Ai, y A/j sobre el mismo plano de coordenadas o el mismo eje do 
coordenadas, obtendremos un nuevo segmento dirigido. Ésto se 

llama proyección coordenada del vector M t M t . 

Todo vector de un espacio tiene seis proyecciones coordeuodas: 
tres proyecciones sobre los ejes de coordenadas y tres sobre los planos 
de coordenadas. Son fáciles de calcular las coordenadas de las proyec¬ 
ciones en la base i, /, k según las coordenadas de los puntos 
A/i (a,, p,. Yi). Ai, (a,. p„ y,). Coo esto fin es suficiente hacer uso 
do las fórmula» (23.8). (25.1). 

Supongamos, por ejemplo, que deseamos calcular las coordenada» 

de la proyección A/„Ai„. Tenioodo presente que los puntos Ai,* 
y \l tM tienen por coordenadas 

M lm (« 1 . o. 0). Mu (a,. 0. 0). 

hallamos que 

32¡j£-(a*-«,. 0, 0). (25.2) 

Por analogía, 

0. T,—ti). 

y así para el resto de la» proyecciones. 

Al comparar la primara de las fórmulas (23.4) cou las fórmula» 
del tipo (25.2), llegamos a que 

{AfuAÍ I T)-a a -«.. {Af„AM-k-P.. (M..3/«)-V»-Y». 

Por esto la magnitud de las proyecciones dol vector sobro lo» ojos 
de coordenadas coinciden con las coordenadas de esto vector. 

La segunda de las fórmulas (23.4) permite calcular, a partir de los 
coordenadas de los puntos Ai, y Ai„ las longitudes de las proyeccio¬ 
nes del vector Ai, Ai, sobre los ojes de coordenadas. A saber, 

úOTl-lfc-W. |Af„A/¿|-lYi-Y.|. 
Longitud de un vector. Deduzcamos la fórmula para calcular la 
longitud de un vector en el espacio. Es obvio que la longitud | A/,Af, | 
del vector A/,Ai, es igual a la distancia p (A/„ Ai.) entre los punto» 
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M t . M a y equivale también a la longitud de la diagonal de un para¬ 
lelepípedo rectangular cuyas caras son paralelas a los planos de coor¬ 
denadas y pasan por los puntos .W, y M t (fig. 25.1). La longitud de 
cualquier arista del paralelepípedo es igual a la de la proyección del 



vector M,W, sobre el eje de coordenada* paralólo a la arista. Por 
ende, haciendo uso del teorema de Pitágoras, obtenomos 

(Ím£| - (IV„M„|»+ |M„Af¡ t |>)' n . 

Ahora, sí los puntos M t , M x están definidos por sus coordenadas 
M x <«i. Pi. Yi) y M, («*. B>. Y.)- entóneos 

p(V,. WJ - (fe-«rf*+ (fc- M*+ (y. - Y.)*) 1 ' 1 - (25.3) 

Si el vector M x M t está definido por las coordenada* x, y, i respecto 
de la baso í, /. k, entoncos 

(25.4) 

Una fórma análoga la tienen las fórmulas también en el caso do un 
plano. Si los puntos Ai, (a,. 0,). \f t (a,, ¡t,) o el vector M x M t — 
0 (*. V) vienen dados mediante sus coordenadas, entonces 

p (.«,. AfJ m (fe-<.,)* + fe-5,1’) 1 ' 1 , - (l> + p>) in . 

Ángulo formado por vectores. Examinemos los vectores no nulos 
o, b en el espacio. Apliquámoslos a] punto O. Designemos con n el 
piano que pasa por el punto O y contiene ambos vectores. Se llama 
ángulo formado por dos vectores a. b el ángulo mínimo que se obtiene 
girando alrededor del punto O uno de Io< vectores eu el plano .*t para 
que su dirección coincida con la del otro vector. Si al menos uno do 
los vectores es nulo, el ángulo no está definido. Nuestra tarea consisti¬ 
rá en calcular el coseno del ángulo entre dos vectores, a partir de 
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las coordenadas de dichos vectores. Para el coseno admitamos la 
designación eos (a, b). 

Denotaremos mediante A. B los extremos de los vectores a, b en 
el plano a. Evidentemente, el ángulo formado por los vectores a, b 
no es otra cosa que el ángulo AOB del triángulo AOB cuyos lados 
constituyen los vectores a, b y b — a 

<Kg 25.2). 

Supongamos que los vectores a, b 
están dados mediante sus coordenadas 

- (*». Va. *i>. b " (*s. Vi* *t>- 
En esto caso 

b - a - (*, — x„ y, — Va. *« — *i)- 
Sogún so sabe de la geometría elemental, «I cuadrado de la longi¬ 
tud do un lado del triángulo es igual a la suma de los cuadrados de 
las longitudes de los otro» dos lados menos el producto duplicado 
de las longitudes de estos lados por el coseno del ángulo entro ellos. 
Por esta ratón 

|6_al«- | fl p4-|6|t-2 |«|.|fr| eos (o, 6} 

o bien, al tomar en consideración la fórmula (25.4), 

w+»;+o 1 '*«++■ «s''* «>» (■>• »> • 

llonl i rundo ciertas transformaciones elementales hallamos 



Pig. 25.2. 


Los cambios en la fórmula para el caso do un plano son obvios. 

División de un segmento en la ratón dada. Supongamos que en 
un espacio se ban dado una recta y dos puntos distintos en la misma 
M t y M t . Elijamos en dicha recta la dirección positiva. En ol ejo 
obtenido los puntos M, y tf, determinan un segmento dirigido 

MiM t . Sea \f un punto cualquiera del eje. distinto de A/,. El núme¬ 
ro 


\ (25.6) 

{MM t ) 

se llama ratón en que el punto M divide el segmento dirigido M t Sf t . 

Con el cambio de dirección en el eje. los números {M t M) y (AfAfj) 
cambian do signo simultáneamente. Por lo tanto, la ratón (25.6) 
no depende de la dirección positiva elegida en el eje. Luego, con el 
cambio de la escala de longitudes de los segmentos en el eje, los 
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números (A/, A/} y (A/A/,} se multiplican por el mismo número. Por 
lo tanto, la razón (25.6) no depende de la unidad elegida para medir 
longitudes. De aquí se desprende que la razón (25.6) no depende de 
cómo se elige en el eje el sistema de 

coordenadas. 

El problrma consiste en calcular las 
coordenadas dol punto Af, que divide 
el segmento M l M J en la razón X, si so 
conocen las coordenadas de los puntos 
V), Af, y el número X. con la parti¬ 
cularidad de que X *¡6 — 1. Así pues, 
supongamos que están dados Ai, (a,, 
P». Vi). W: (««. P». Ys) Y desconoce 
M (a. p. y)- Proyectemos estos puntos 
Kig. 2S.S. sobra los ejes de coordenadas, por 

ejemplo, sobro el ejo Ox (fig. 25.3). 
Do los razonatnitotos de semejanza se ve que el punto Aí„ divide el 

segmento dirigido A/„A/„ también en la razón X. Por ello, 



¡l- 1 * 1 '"t i . (25.7) 

(«.«..I 

Do conformidad con la fórmula (23.4), {Af,*A/ c } — o — a,, 
{M,\! 1m ) »» a, — o. Ahora, teniendo en cuenta la expresión (25.7), 
hallamos que a ^ (a, -f Xa,)/(1 + X). De modo análogo se calcu¬ 
lan las coordenadas (t y y. Asi pues, 


Observemos que X > 0, si el punto M se halla dentro del srgmcnto 

A/,Af t ; X < 0, si el punto M se encuentra fuera del segmento .V,,V„ 
y X 0, si ol punto M coincide con Af,. Cuando el punto M se despla¬ 
za desdo el punto Af, hasta el punto Af, (excluyendo el punto A/,), 
la razón X toma primero el valor nulo y luego, de la manera sucesiva, 
todos los valores positivos posibles siempre crecientes. Si el punto M 
so desplaza desde el punto A/, en dirección positiva del eje (víase la 
fig. 25.3), la razón X tomará primero el valor cero y a continuación 
valores negativos siempre decrecientes, aproximándose (mi cerca 
como se quiera al valor de X = —1, pero quedando en todo momento 
mayor que dicho valor. Si el punto Af se desplaza en dirección nega¬ 
tiva desde el punto A/,, la razón X toma todos los valores negativos 
posibles en el orden de crecimiento, quedando siempre inferior 
a X - -1. 
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De este modo, entre todos los números reales y los puntos de la 
recta se podría establecer una correspondencia biunívoca, si en la 

recta hubiera un punto \f que divida el segmento M t M t «o 1® rarón 
>. ~ —1 y si al punto M. coincidente con 3f s . so lo pudiera poner on 
correspondencia algún número. Este problema se resuelve común¬ 
mente al completar la recta con un “punto" complementario con¬ 
vencional y los "números", con un 
"número" complementario conven¬ 
cional. Tal punto se denomina “in¬ 
finito" y el número, “infinitamente 
grande". 

Proyecciones ortogonales del 
vector. Soan dados en el espacio 
cierto eje u y un segmento dirigido 

AB. Tracemos por los puntos -4. B 
unos planos perpendiculares al eje 
u (fig. 25.4). La intersección de es- p¡. 25.4. 

tos planos con el eje determina 
los puntos -4., B u . do los cuales 

A u se ubica on ol mismo plano con A, mientras quo B m ae halla on 
el mismo plano con B. El segmento dirigido A m B m se llama proyección 
ortogonal del tegmento AB sobre el e/e u. Para designarlo ae utiliaa ol 
siguiente símbolo: 



A*B m «■ pr« AB. 

Con ol ojo u fijado, todo vector x del espacio defino unívocamente 
su proyección ortogonal x . Se puede considerar, por onde, que tono- 
mos una “función" dada 

x* - pr. x. (25.8) 
cuyo "argumento" puede constituir cualquier vector dol espacio y ol 
"valor", un vector en el ejo u. Demonstraremos ahora que dicha 
función posee las siguientes propiedades: 


pr.(x+y)^pr.x+pr 0 y, 
pr. (Xx)»Xpr. x. 


(25.9) 


válidas para cualesquiera vectores x e y, como también para todo 
número X. 

En efecto, fijemos un sistema rectangular cartesiano de coorde¬ 
nadas en ol quo el eje u coincida con el eje coordenado de abscisas. 
Supongamos que en este sistema 

x - (<*,. Pi. Ti)- 
!f - («.. P.. Y,). 
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(25.10) 


I + í = (a! + ■». fc + Pt. Ti + Ti)' 

X* - (Xa,. XP„ Xy,). 

En el sistema de coordenadas elegido la proyección ortogonal del 
vector sobre el eje u coincide con su proyección coordenada sobre el 
eje de abscisas. Como se ha indicado antes, la proyección do cualquier 
vector sobre el eje de abscisas tiene la primera coordenada coincidente 
con la primera coordenada del propio vector, mientras que las coor¬ 
denadas restantes son nulas. Por eso 

pr. (» + »)-(“i+«<• 0. 0). 
pr. (Xa) (Xa,. 0, 0), 
pp.i-(a,, 0. 0), 

P'.#”(°!. 0. 0). 

Do ocuordo con tn rogl, do adición do vectores y multiplicación de 
datos por un número, de les últimas dos igualdades (25.10) conclui¬ 
mos que 

pe, x + pe. p - (a, + 0. 0). 

X PC. x - (Xa,. 0. 0). 

Comparando los segundos miembros de las igualdades obtenidas con 
los miembros correspondientes de las primeras dos (25.10). nos con¬ 
vencemos do que ambas propiedades (25.9) son justas. 

Sean dados en el espacio un plano a y un segmento dirigido AB. 
Al trazar perpendiculares de los pantos A y B sobre el plano n, 
obtendremos en el plano dado dos puntos A„ y B K que determinan 
ol segmento dirigido A n B n . Este segmento lleva ol nombre de 
proyección ortogonal del tegmento dirigido AB sobre el plano n. Par» 
designarlo se utiliza la misma notación, es decir, 

Ál£-pr.Ái5. 

Por supuesto, para las proyecciones ortogonales sobre un mismo 
plano tienen lugar correlaciones análogas a (25.9). Para demostar 
esta afirmación, se puede fijar un sistema rectangular cartesiano do 
coordenadas en el que el plano a sea un plano coordenado y otra 
vez, hacer uso de las propiedades correspondientes de las proyecciones 
sobre un plano de coordenadas. 

Hemos considerado las proyecciones ortogonales de los vectores 
en el espacio. Indudablemente, la analogía completa tiene lugar 
también para los vectores en un plano. 
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Ejercicios. 

1. Do* vectores no nulo* «stin dado* mediante sus coordenadas cartesianas. 
¿En qué casos serán peroeodlcularea entre *f? 

2. Hállense las coordenadas del centro de gravedad de tres puntos mate¬ 
riales. si se conocen sus coordenadas cartesianas y sais masas. 

3. Hállese el área de un triángulo, si se conocen las coordenadas cartesiana» 
do sus trae vértice». 

4. En un espacio están dados loe vectores no nulos *, a, b, t, con la parti¬ 
cularidad de que a. 6, e son perpendiculares dos a dos. Demuéatreso que 

C05 , {r, fl)-4 coa J {x. 6}— cos*(x. í)»l. 

5. Designemos con X un plano coordenado cualquiera y con u, un aje coor¬ 
denado cualquiera en el pleno a. Demuéstrese que pera cualquier vector * so 
vori fice 

Pf» (P'e •) “ P f . *• 

| 26. Producto escalar 

El uso de los aegmontos dirigi¬ 
dos para expresar fuer xas y desplazamientos conduce a un concepto 
muy importante de producto escalar de vectores. 

Dol curso do la física sahornos que si un voctor o representa una 
fuerza tal, que ol punto de su aplicación se desplaza desde el origen 
dol vector b al extremo dol mismo, el trabajo u de esta fuerza so 
determinará por la igualdad 

«-ta| 1*1 eos (a. 6). (26.1) 

El segundo miembro de esta igualdad se llama producto escalar de 
los vectores a, b. Para su designación se ha aceptado ol símbolo (a, b). 
Do este modo, 

(a, b)~ |a| |6lco*(a. 6). (26.2) 

Hablando en rigor, la definición aducida de producto escalar so 
refiere sólo a los vectores no nulos a, b. puesto que aolamonto para 
vectores de tal tipo está definido el ángulo. Sin ombargo. tomando 
en consideración la preimagen del producto escalar, es fácil compren¬ 
der cual ha de ser la definición adicional en el caso en que siquiera 
uno de los vectores sea igual a cero. Si. bien una fuerza, bien un 
desplazamiento, se da mediante un vector nulo, el trabajo que se 
cumple es nulo. Por esta razón consideraremos que (a. b) » 0. siempre 
que al menos uno de los vectores a, b .sea igual a cero. 

De la fórmula (26.2) provienen ciertas propiedades geométricas 
del producto escalar. Por ejemplo, el ángulo, formado por dos vecto¬ 
res no nulos, será agudo (obtuso) cuando, y sólo cuando, el producto 
escalar de estos vectores es positivo (negativo). 

Si e! ángulo formado por los vectores es recto o al menos uno de 
los vectores es nulo, el producto escalar será igual a cero. Los vectores 
de este tipo so llamarán ortogonales. 
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Se denominarán vectores ortonormctizados aquellos vectores orto¬ 
gonales cuya longitud es igual a la unidad. En particular, los vectores 
básicos i, J, k de un sistema rectangular cartesiano de coordenadas 
son ortonormalizados. De la fórmula (26.2) se deduce que 

(í. 0-1. «. 0-0. (I. *)-0. 

(/. 0-0. ü. 0-1. (/.*) = 0. (26.3) 

(*,o—o. (*.o=o. 

Examinemos los vectores no nulos a. b. Por el vector a tracemos ol 
eje u atribuyéndole una dirección tal que la magnitud del vector a 
sea positiva. Será evidente que 

(pr.ó)-| 6 | eos {a. b). 

La proyección del vector b sobre un eje construido de esta modo, la 
llamaremos proyección del vector b sobre el i>ector a y la indicaremos 
modiante el símbolo pr, b. Naturalmente, la proyección de un vector 
sobre otro conserva las propiedades (25.9). En las deslguacioues 
nuevas 

(a.ó)-|a!{pr«6)-|6¡{pr fc o>. (26.4) 


Estas fórmulas permiten «stablocer propiedades algebraicas inuy 
importamos del producto asestar. A saber, para cualesquiera vectores 
a, b, e y todo número real a se verifican las correlaciones: 


1 ) (a, b)-*(b. a). 

2 ) (ai, b) -=a (a, b), 

3) (a+ 6 . c)-(a, c) + (b, e). 

4) (a, a)>0 cuando a # 0 ; (0, 0)-0. 


(26.5) 


Hemos de notar que las correlacione* (26 5) se cumplen, a ciencia 
cierta, si por lo menos uno de los vectores es nulo. En el caso general 
la validez de las propiedades 1,4 re desprendo directamente de la 
fórmula (26.2). En cuanto a las propiedades 2,3, haremos uso de las 
fórmulas (26 4) y las propiedades de proyecciones, para establecerlas. 
Tenemos 


(<m. 6 )>=|ó|{pr 6 (<M))=|ó|(a pr k o)-a|ó|{pr 6 a) = a(«, ó), 

(a + b. e) - |c| (pr e ( a + b )} = |c| {pr f a-f pr e 6) - 
— |cj {pr e a) + |e| (pr, b) — (a, c)4-(ó. e). 

Las propiedades 2,3 sólo están ligadas con el primer factor dol 
producto escalar. Las propiedades análogas tienen lugar también 
respecto del segundo factor. En efecto, 

(a, aó) * (aó. a) = a (ó, o) *= a (a, b), 

(a, b + c) = (b + c. a) = (b, a) + (c, a) — (a, b) + (a, c). 
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Además, en virtud de la igualdad a — b = a + (—1) 6. serán 
licitas también las siguientes correlaciones: 

(a - b. c) « (a. e) — (6, c). 

(a. b — e) - (a. b) — (a, e) 

puesto que 

(a - b, c) - (a + (-1) b. e) = (a. e) + ((-1) 6. c) - 

- (a. c) + (-1) (6. c) - (a, e) - (6. c). 

teorema 261 Si dos vectores a, b están dados mediante sus coorde¬ 
nadas rectangulares cartesianas. entonces el producto escalar de estos 
vectores es igual a la suma de los productos, realizados dos a dos. de las 
coordenadas correspondientes. 

DEMOSTRACION Supongamos. para concretar, que los vectores 
están dados en un espacio. «*• decir, a — (x,. y t . t,). 6 — (x,. p s . s,). 
Puesto que 

a - x,i + pj + *,*. 

* - ■*!* + Vsl + *.*. 

entonces, ni efectuar las transformaciones algebraicas del producto 
escalar, obtenemos 

<«■ M - v. ('• ') + (<• /) + -v. (<• *) + 

+ »■*. (/. O + ».». </./) + »i=t (/. *1 + 

+ Mi <*. 0 + *1». <*■ I) + i,!, (*, *). 

Ahora, de acuerdo con (26.3) se tiene 

(a. b) - x,x, + p.p, + s,s„ (26.0) 

y el teorema queda demostrado. 

La fórmula (28.6) permite escribir las expresiones, recién obteni¬ 
das, (25.4), (25.5) para la longitud del vector y el ángulo formado 
por los vectores en términos de un producto escalar. A saber. 

«) m . (28.7) 



Puede parecer que estas fórmulas son triviales, puesto que se des¬ 
prenden directamente de (26.2) sin referencia alguna a las fórmulas 
(25.4), (25.5). No obstante, sin darnos prisa en hacer tal deducción, 
veamos una circunstancia de importancia particular. 

Ha de »8r notado que toda nuestra investigación se desarrollaba, 
de hecho, en tres etapas. En primer lugar, partiendo de la formula 
(26.2). hemos demostrado la valides de las propiedades (26.5). A con¬ 
tinuación. basándonos solamente en estas propiedades y en el carác- 
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ter ortonormal de los vectores básicos del si*tema de coordenadas, 
deducimos la fórmula (26.6). Y, por fin. haciendo uso do las fórmulas 
(25.4), (25.5), que m han obtenido sin referencias al concepto de 
producto escalar de los vectores, llegamos a las fórmulas (26.7). 

Al partir de lo dicho, podríamos ahora introducir el producto 
escalar no por definición de su forma explícita, sino de un modo axio¬ 
mático, como cierta función numérica definida para todo par de 
vectores, exigiendo on tal caso que las propiedades (26.5) se cumplan 
sin falta. Entonces, para cualesquiera sistemas de coordenadas, donde 
los vectores básicos están ortonorma lita dos en el sentido de producto 
escalar axiomático, seguirá siendo válida la correlación (26.6). 
Por consiguiente, teniendo presente un modelo del sistema rectangu¬ 
lar cartesiano da coordenadas, podríamos cousiderar axiomáticamente 
que las longitudes de los vectores y los ángulos entre ellos se calculan 
según las fórmulas (26.7). Desde luego, tendríamos que convencer¬ 
nos. en tal caso, de que las longitudes > los ángulos que se han in¬ 
troducido do modo Mmejanle. poseen las propiedades necesarias. 


Ejercicio». 

1. Batán dado* do* vettorea «y b. ¿Bayo qué condiciona* impuaaU» al 
número a lo* vector»* * y b -e a* son ono^wW ¿Cuál e« la interpretación 
geométrica do es lo problema? 

2. El vector «ahí dado *n el espacio Y, mediante su* coordenada* carir- 
aianni Hállense do» vectores lluealment* iod*pendleotre ortogonales al vec- 

3. ]<«a vaetorea linealreaste independiente* a, b están dados «n el aspado 
V, median»* ana coordenada* cartesianas. Hállense el vector no nulo quesea 
ortogonal trapecio da ambos sectores. 

4. /Qué representa an si «1 logar geométrico do vectores ortogonal** a un 
vector dado? 


f 27. Espacio euclídis» 

Los espacios lineales abstractos 
estudiados anteriormente son. en cierto sentido, más pobres de con¬ 
ceptos y propiedades en comp»ración con el espacio de segmentos 
dirigidos. Esta pobreza se debe, en primer lugar, a que en los prime¬ 
ros no so han reflejado los hochos más importantes relacionados con 
lu medición de longitudes, de ángulos, de volúmenes, etc. Los con¬ 
ceptos métricos pueden ser extendidos a los espacios lineales abstrac¬ 
tos por medio de varios procedimientos. No obstante, un método más 
eficaz para posibilitar la realización de mediciones consiste en la 
introducción axiomática de un producto escalar de vectores. Comenza¬ 
remos nuestras investigaciones con los espacios lineales reales. 

Un espacio lineal real E se llama eucltdeo. si a todo par de vectores 
x, y de E se le ha puesto en correspondencia un número real (x. g), 
llamado producto escalar, considerándose cumplidos los siguientes 
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axiomas: 

1 ) (*. y) — (y. r). 

2) (íz, ¡,) = Mx. n). 

3) (*+», z)-(z, s)+(». x), < 27 " 

/ *) (*, *)>0 pura 1* 0'. (0, 0) = 0 

para los voclores arbitrarios z, f. t de E y al número real arbitrario X. 

Como ya sabemos da astos axiomas sa desprenda que con al pro¬ 
ducto escalar ae puedan realisar transformaciones algebraicas forma¬ 
les, es decir, 

“**>• jS, PiVi) - í j. (*|. >,) 

paro cualesquiera vectores r,. y,, los números a/, |5, y para lodo 
número r ó s de sumandos. 

Todo subespacio lineal L dol espacio euclídeo E so convierto por 
sí mismo en un espacio euclideo. si se conserva en 1. el produelo esca¬ 
lar aue se ha introducido en E. 

t.s fácil indicar el método general de introducción del producto 

oscelar en un ospacio real arbitrario K. Soa e„ e t . e n unn base 

de este espacio..Elijamos dos vectores arbitrarios z. y dp K y supon¬ 
gamos que 

x - S,r, + {,», + ... + 5.r.. 
ff - + 1i«i + . -. + <wv 

El producto escalar de vectores puede ser Introducido abora del 
modo siguiente, por ejemplo: 

{*. V) - S,n, + $,n. + • - • 4 Í.1W (27.2) 

L’l cumplimiento de todos los axiomas se comprueba sin dificultad 
alguna. Por consiguiente, el espacio lineal A' provisto del producto 
escalar (27.2) es euclideo. 

Observemos que el producto escalar puede ser introducido on ol 
espacio A' con ayuda de oíros métodos. Por ejemplo, en dicho espacio 
la siguiente expresión será también un producto ejcalar: 

(*• y) “ a&m 4- + . . . + a„|.q % 

para cualesquiera números positivos fijados a„ a,. . . ., a*. La 
multiformidud somejante no debe disturbarnos. En efecto, no hay 
nada asombroso en que las longitudes pueden medirse en metros y en 
pulgadas, los ángulos en grados y radianes, etc. Precisamente esta 
multiformidad permite emplear al máximo las propiedades do loa 
espacios concretos, cuando en éstos se introduce el producto escalar. 

Al introducir el producto pealar en los espacios de segmentos 
dirigidos, tuvimos que definirlo por separado, cuando por lo menos 
7» 
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uno do los segmentos era igual a cero. En aquel caso se suponía que 
1 producto escalar era nulo. Ahora el hecho dado pasa a ser uno 
eropiedad que proviene de los axiomas (27.1). Si x es un vector 
arbitrario de E. entonces 

(0. x) = (Qx. x) - 0 (x. x) - 0. 

Por supuesto, en virtud del primer axioma de (27.1), (x, 0) ■» Ü. 

Un vector x de un espacio euclídeo se denomina normalizado , si 
(x, i) s |. Todo vector no nulo y puede ser norma lirado, si lo mullí* 
pilcamos por cierto número X. En efecto, por hipótesis 
(Xy. Xy) - X* (y. y) - 1, 

y por eso, a titulo del factor de normalización, podemos tomar 

X-<». t) ' n 

Un sistema de vectores se llama normalizado . si están normalizados 
todos sus vectores. Según *e deduce de lo dicho, todo slstoroa do 
vectores no nulos puede ser normalizado. 

Una de la» propiedades más importantes del producto escalar 
la enuncia-el siguiente 

TtOMMA si i (desigualdad dt Caurhy Bumakovtki). Para cuales¬ 
quiera dos vectora r, y de un espacio euclídeo es válida la desigualdad 

C*. y)* < (*. *) íy- y)- 

demostración El teorema tiene lugar, a ciencia cierta, si y ■» 0, 
por lo cual convengamos en considerar que y + 0. Examinemos un 
vector x — Xy. donde X es ún número real arbitrario. Tenemos 
(x - Xy. x - Xy) - (r. x) - 2X (x. y) + X* (y. y). 

Eli el primer miembro do la igualdad figura un producto escalar 
do vectores ¡guales. Por esta razón el trinomio de segundo grado en 
el segundo miembro es no negativo, cualquiera que sea X. en parti¬ 
cular, para 



De este modo. 

«a »>+-£&<»• *>-<•■ '>-T7r# >0 ' 

do donde se hace obvia la afirmación del teorema. 

Por analogía con los espacios de segmentos dirigidos, llamemos 
collneales dos vectores x. y de cualquior espacio lineal, si o bien 
x - Xy o bien y = px para ciertos números X. p. En virtud do la 
igualdad 0 — Ox concluimos que los dos vectores son collneales, a 
ciencia cierta, si por lo menos uno de ellos es nulo. Para la compro¬ 
bación del carácter colineal de los vectores resulta muy cómoda la 
desigualdad de Cauchy—Buniakovski. En particular, os válido el 
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teorema ira La desigualdad de Cauchy—Buniakovski se con¬ 
vierte en una Igualdad si. y sólo sí, los vectores x, y son colineales. 

DEMOSTRACION. Supongamos que los vectores x, y son colineales y 
que, pora concretar, x -» Xy. Hallamos 

(x. y)* - (Xy. y)* - X* (y. y)*. 

(r. z) (y. y) - (Xy. Xy) (y. y) = X» (y. y)*. 

La comparación de estas igualdades muestra que la suficiencia de la 
afirmación del teorema tiene lugar. 

Supongamos ahora que para ciertos vectores x, y se verifica la 
igualdad: 

(x. V? - (x. x) (y. y). (27.4) 

Si y — 0, los vectores son colineales. En cambio, ai y 0, entonces, 
al tomar X de acuerdo con (27.3)y teniendo presente (27.4). obtenemos 
(x - Xy. x - Xy) - 0. 

En vista del último axioma en (27.1), esto significa que z — Xy — 
“ 0. o bien x — Xy. os decir, los vectores x. y aon colineales. La 
necesidad de la afirmación del teorema también tiene lugar. 

A titulo de ejemplo consideremos el espacio R„. Se le puede trans¬ 
formar en espacio euclideo. si para los vrctores 
x - (a,, a,.a,), 

V - (P,. P,.P.) 

el producto escalar se introduce de la manera siguiente: 

(*■*>-?««■. (27.5) 

I—» 

Es rvideme que los axiomas (27.1) so cumplen. La desigualdad de 
Cauchy — Búniakov«ki significa, en el caso dado, que 

(g«ei) , <(§«r)(J¡H) ( 27.«) 

para cualesquiera números reales a,, p,. 

Ejercicios. 

1. ¿Cómo m deba introducir al producto encalar en nn espacio da polino¬ 
mio» de una variable con coeficientes reala»? 

2. ¿Se haré euclideo el espacio R„. si al producto escalar se introducá e* 
el de la manera siguiente: 

<*.»>= V l-illM» 

i—t 

3. (Cuál es el sentido geométrico de la desigualdad de Cauchy—Bumakov- 
ski en el espacio de segmentos dirigidos» 

4. Demuéstrese quo r — g cuando, y sólo cuando, (a. d) » (p. d; para 
todo vector «#. 
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§ 28. Ortogonalidad . 

U* relación más importante entre 
los vectores de un espacio euclídeo es la ortogonalidad. 

Por definición, los vectores z. y se denominau ortogonaUa 91 
(r. !/) =■ 0- En virtud del primer axioma de (27.1), la relación de 
ortogunalidad de dos vectores es simétrica. Eu el espacio de segmen¬ 
tos dirigidos la noción de ortogonalidad coincide, eu lo principal, 
con la de perpendicularidad. Por esta razón, la ortogonalidad puede 
considerarse como una generalización de la noción de perpendiculari¬ 
dad para los espacios euclídeo* abstractos 

Un sistema do vectores de un espacio euclídeo se llama ortogonal 
si o bien consiste en un solo vector o bien sus vectores son ortogo¬ 
nales dos a dos. Si un sistema ortogonal consta de vectores no nulos, 
te le puede normalizar. Un sistema ortogonal normalizado «n denomi¬ 
na orlonormaUiado. 

El interés hacia los sistemas ortogonales y ortonormalizados se 
debo a las ventajas que ofrecen en la investigación de espacios euclí- 
deos. 

Asi por ejemplo, cualquier sistema ortogonal de vectores no nulos 
y, por supuesto, un sistema ortonormalizado, es I moni mente inde¬ 
pendíenlo. En efecto, supongamos que el sistema r,. x t , ■ ... x h es 
ortogonal y quo Xj 0 para todo t Esto significa quo lx¡, x,) -0 
para I + /, poro (*,. x,) > 0 cuando 1 — /. Escribamos la ecuación 
a,x, -r <XtX t +. . . + a k z k - 0. 

Al multiplicarla escalarmente por cualquiera do los vectores x¡ 
hallamos 

«i (*i. * 1 ) + «t (*n *•) + ••• + <z* (x„ *0 — 0. 

Por consiguiente. 

a,(x„ x ,)-0 (28.1) 

y, naturalmente, ai ■» 0. Do este modo, el sistema do los vectores 
x,, x x , . . ., x* es lincalmcnle independiente 

De la igualdad (28.1) obtenemos, en particular, que si la suma 
de los vectores ortogonales dos a dos es igual a cero, todos los vectores 
son nulos. 

Una variedad de corolarios útiles se deduce de la suposición que 
cierto sistema ortonormalizado e,. e¡, .. e, pjiede formar una baso 

del espacio euclídeo E. En este caso todo vector x de E ha de repre¬ 
sentarse de un modo único, en forma de una combinación lineal 

* “ «1*1 + «*«I + - • • + *«*. 

Poro al multiplicar escalarmente la igualdad dada por e 4 obtenemos 
la expresión explícita para los coeficientes de la descomposición 
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según la base. A saber, 

a, = (r, .,)■ (28.2) 

Si para otro vector y tiene logar la descomposición 
i = Pi'i + Pi*! + • • - + Pa. 

entonces, al realizar ciertas transformaciones sencillas, hallamos que 

(*. If) - «iPi + «zPi + • • • + (28-3) 

En particular, 

(x. x)-a;+aJ+...+aJ. (28.4) 

Antes de continuar unas investigaciones semejantes, aclaremos 
si existe o no una base que se compone de vectores ortonormalúados. 

Una base cuyos vectores formen un sistema ortonormalizado, se 
denomina ortonormatizada. La existencia de tal base en el espacio 
ouclídeo la demuestra el 

tlokhma zs.i. En todo ex pacto euclídeo E da dimensión finita envíe 
una base ortonormallzada. 

demosthación. Sea ditn E — n. Un sistema ortonormolizado os 
linealmente independiente y. por ende, no puede contener más que n 
vectores. Supongamos que el sistema . . .,e, contiene el número 
máximo de vectores ortonorinalixados. Esto significa que on el espa¬ 
cio E no hay ni un solo vector no nulo que sea ortogonal a todos los 
voctorcs e,. e t , . .. e„ Si existo un vector ortogonal a todos estos 
vectores, ol mismo debe ser nulo. 

Elijamos un vector arbitrario x de E. Si el sistema ortonormalíxa- 

do fj, e t .e, fuera una baso, el vector x tendría que coincidir con 

el vector y, donde 

y - (*, r,) «x + (x, «,) + (x, e.) 

Examinemos, por ello, un vector x — y. Tenemos 

(x-¡,, O-íx— í(x. 

= (x. e¿— S^X. «,)(e„ «,)-(x. <,)—(X. í,)-0. 

El vector x — y resulta ser ortogonal a todos los vectores e x , e„ . . . 
. . e t . Por consiguiente, x — y = 0 ó x =■ y. 

Así pues, un sistema linealmenle independiente e¡. e t , .... e, 
posee la propiedad que, en términos de sus vectores, se expresa lineal* 
monto todo vector del espacio E, es decir el sistema forma una baso. 

corolario. Cualquier sistema orionormalizado de vectores e¡, e,. . . . 
• • • puede ser complementado hasta obtener una base orlonormatizada. 
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Efectivamente, de los sistemas ortonormalizados que - contiene» 
un sistema dado tomemos el que cuenta con el máximo número de 

vectores. Supongamos que este sistema es e¡ . e k . c»* e % . 

Repitiendo textualmente la demostración del teorema 28.1, calahle- 
cornos que el sistema nuevo es una base. 

Además de los vectores ortogonales en el espacio euclídeo. con¬ 
sideraremos también conjunto! ortogonales de vectores. Dos conjuntos 
F y G de vectores en el espacio euclídeo £ se denominan ortogonales, 
si todo vector de F es ortogonal a todo vector de C. La ortogonalidad 
de /’ y G se designa con el símbolo F ±fí. 

Por supuesto, un conjunto puede componerse también de un solo 
voctor. Si cierto vector de nn conjunto es ortogonal a todo el conjun¬ 
to, es, en particular, ortogonal a si mismo. Por consiguiente, sólo 
puede ser nulo. 

lema 281 Para que el vector x sea ortogonal al subrepticio L, es 
necesario y suficiente que sea ortogonal respecto de todos los vectores de 
una base cualquiera del su bes pací o L. 

demostración Fijemos la base y„ y f , .... y* del subespacio l. 
Si x 1 /.. entonces x es ortogonal a todos los vectores de L y. en 
particular, n los vectores y„ y t . ... y*. Sea. ahora, (x. y,) - 0 
para todo l. Elijamos un vector arbitrario s de L y descompongámos¬ 
lo según los vectores de la base. Si 

* - -t• o ¡y, + .. . + etkl/h 

para ciertos números a,, a,.a*, entonces 

(x, s) - (x. a,y, -f a,y, + .. - + a»y*) - 

- «l (*. Vi) + o, <*. »,) + ...+«, (*. V») ” 0. 

Esto significa que xj_ £. 

corolario. Para que dos subespaeios sean ortogonales, es necesario 
y suficiente que todo vector de cualquier base de un subrspacio sea ortogo¬ 
nal a todos los lectores de euaU¡uter base de otro tubespacio. 

La suma A' de los subespaeios lineales L t . L n so llama 

ortogonal, si los subespaeios son ortogonales dos a dos. Para designar 
la suma ortogonal se empleará la siguiente notación: 

K - ® L x G .. ® L m . 

i.ima ib: Una suma ortogonal de los subespaeios no nulos es 
siempre una suma directa. 

demostración. Elijamos una base ortonormal nada en cada subes- 
pacio y consideremos un sistema de vectores que representa en sí la 
reunión de bases de todos los subespaeios. Está claro que todo vector 
de la suma ortogonal se expresa linealmente en términos de los vecto¬ 
res del sistema construido. Mas. este sistema es linealmento indepen¬ 
dióme, ya que consiste en los vectores no nulos ortogonales dos a dos. 
Ahora la afirmación del lema se deduce del teorema 20.1. 
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Supongamos que el espacio euclídeo A* figura en forma de una 

suma ortogonal de sus subespacios £,. L n , caso on ol que 

la totalidad de todos estos subespacios puede considerarse como una 
baso ortogonal generalizada. En particular, si. para cualesquiera 
dos vectores x, y de K. escribimos sus descomposiciones según los 
subespacios L x , L 7 , .... L m , es decir, si representamos los vectores 
citados an la forma 

* — *1 +■ *« + ... + *». 

y - Vi + y, + ... + iu. 

donde x,, y, 6 £«, se obtiene con facilidad que 

(*. y) — (*». #i> + (**. v«> + • • • + (*m. y*.)- (28 5) 

La fórmula obtenida m análoga a la (28.3). 

Examinemos un conjunto no vacío arbitrario de vectores F de) 
espacio euclídeo E. La totalidad de todos los vectores, ortogonales al 
conjunto F, se llama complemento ortogonal del conjunto F y so Indica 
con Fx. El complemento ortogonal es un subespacio. En efecto, sí 
los vectores z, y í F entonces x, y ± F. Pero, on este cato, ax +■ 
+ Pv A. F para cualesquiera números a, 0. es decir, ax + pp £ F x . 

teorema 21.2. El espacio euclídeo E es la suma ortogonal de cual¬ 
quier subespacio lineal suyo L y su complemento ortogonal L-, es decir, 

E - L ® LK 

dkmosthacios Sea dina f. ■« s. dim L l — m. Elijamos una baso 

ortononnalizada r,.e» del subespacio L y una base ortonorma- 

tizada r„ . . ., r m del subespacio L l . El sistema de vectores e,, . . 

. . e t , ... es ortonormalizado y. por lo tanto, linealmenlo 

independiente. 

Si este sistema no es la base de E. so le puede complementar hasta 
que se obtonga la base orlonormalizada de E. Sea e uno de los vectores 

complementarios. Es ortogonal a los vectores e. . e t , por lo cual 

Ht.es decir, e € A 1 - Pero, por otra parte, al vector e os ortogonal 

a los vectores r,. r m y, por ende. rl¿ 1 Así pues, el vector e 

simultáneamente pertenece a A 1 y es ortogonal a A‘. Por consiguien¬ 
te, e — 0, lo que demuestra la afirmación del teorema. 

La descomposición de un espacio en una suma ortogonal de sus 
subeapacios permite realizar eficazmente muchas investigaciones. 
Ilustrémoslo con el ejemplo siguiente. 

Elijamos un espacio euclídeo £ y examinemos en él un sistema 
fijado de vectores x„ x t . . .. x». Si el rango de este sistema ©s igual 
n la dimensión do E, entonces. e\identemente. el único vector de E. 
ortogonal a todos los vectores del sistema dado, será el vector nulo. 
Tiene lugar también el lema inverso: 

lema 2 $ 3 Si en el espacio euclídeo E se ha dado cierto sistema de 
vectores X„ x.. x k y si el único vector de E, ortogonal a estos vecto- 
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res. es nulo. entonces el rango del sistema equivale a la dimensión de E. 

demostración. Designemos con L la cápsula lineal del sistema de 
vectores x„ . x k . Todo vector, ortogonal a los vectores dados, 
«3 ortogonal a L. es decir, pertenece al complemento ortogonal de 
L-. De acuerdo con la hipótesis del lema, el subespacio L l sólo cons¬ 
ta de un vector nulo Puesto que E ~ l e L-. de aquí se deducá 
que la dimeusión de L coincide con la de E. Mas, la dimensión de L 

es igual al rango del sistema de vectores x,. x.. El lema 

queda demostrado. 


Ejercicios. 

1. Demuéstrese que ti al producto «calar da casi «quiere dos vector* 
«U un espacio ouelideo sa axprau mediente U igualdad (28.3>. U bato, respecto 
da la cual m bao tomado las coordaeadas. at ortooonnalliada. 

2. üomuéstrcrt qua si al producto «calar da cualquiar vactor de un espacio 
ouc Idoo por «i ramoo aa auptoa madlanta la igualdad (28.4), la basa, respecto 
da cual m han tomado las coordenada», es orto normal liada 

3. Oomu.'ir»» qua si dos coojuotos rorapueslu» por un númaro finito 
do vaciaros son ortogonal*, serán ortogonales uinbiáo las cápsulas linéala* 
construidas un rato» cornual*. 

4. Darnuéstrase qua la inUreacción da dos subaipaclos ortogonales sólo 
consta do un vector nulo. 

5. II oiüuim treta que si un «pecio auclidao n la vuma directa dn sus subaspa- 
clos y para cualrequiora dos vectores tiano lugar la Igualdad 128.5), los lubespa- 
cios son ortooonaíos dos a dos. 

8. Demuestres* que para cualevquiara «ibespaciot L. M de un espacio 
♦uclidoo E aa vanflean las correlación* 

dim L -t- din - dim B. 

(t 1 ) 1 - 

(¿+ .V)‘ - DJf 1 , 

(ó n <V)‘ - + M'. 


§ 29. tangítudrs, ángulos, 
distancias 

Haremos extender, ahora, las 
nociones do longitud, ángulo y distancia a los elementos del ospaoio 
«uclídeo. Realizándolo partiremos de la analogía con los espacios do 
segmentos dirigidos. 

So llama longitud | x | del vector x en el espado ouclídeo E la 
magnitud 

l*|-+(*. *)'*. 

Todo vector tiene su longitud. De acuerdo con el último axioma 
(27.1), ésta es positiva para los vectores no nulos y es igual a cero, 
para el vector nulo. Luego, la igualdad 

IM =(Xx. U) 1 ' 1 -(*•(*. x» ,,! - |>.| |x| 
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demuestra la posibilidad de sacar ia magnitud absoluta del factor 
numérico A. fuera del signo de la longitud del vector. Como se ha 
indicado anteriormente, el vector no nulo puede ser normalizado, es 
decir, puode ser multiplicado por un número tal que la longitud del 
vector resultante se haga igual a la unidad. 

Se llama ángulo {x, y) formado por los vectores no nulos i, y del 
espacio euclideo E aquol que ae define por las correlaciones 

»«(»■ »)- . 0«x, »)<n. 

Sí entre los vectores x, y existo al menos uno no nulo, ol ángulo for¬ 
mado por tales vectores se considera Indeterminado. 

La desigualdad de Cauchy—Buniakovslti permite afirmar que la 
expresión, llamada coseno del ángulo entre vectores, no es superior, • 
en modulo, a la unidad. Por olio e| ángulo formado por cualesquiera 
vectores uo nulos está siempre definido y, además, unívocamente. 
Esto ángulo no se altera cuando los vectores se multiplican por 
cualesquiera números positivos y. conforme al tooroina 27.2, es 
igual aOónii. y sólo si. los vectores no nulos son rolinoalcs. Todo 
esto concuerda plonatnonu* con la noción de ángulo formado por 
segmentos dirigidos. 

Elijamos dos vectores no nulos x. y. Teniendo presento la analogía 
con los sogmentofrdirigidos. consideraremos x. y como dos do los lados 
de cierto triángulo. Como tercer lado del triangulo resulta natural 
lomar el vector x — y. Al hacer uso de la definición de longitud de 
un vector y do ángulo entre los vectores, hallamos 
| * - y |* - (* - y, X - y) - (x. *) - 2 <x. y) + (y. y) - 

- |xP + |(f|*-2|*||y |c«.{x. y). (29.1) 

liemos probado, pues, que en el espado euclideo ol cuadrado de 
la longitud de cualquier lado de un triángulo es igual a la suma de 
cuadrados de las longitudes de sus otros dos lados menos el producto 
duplicado de las longitudes de estos lados por el coseno del ángulo 
entro ellos. 

Si el triángulo es rectángulo, es decir, si el ángulo formado por 
los vectores x. y es recio, entonces, evidentemente, 

|x-il«- | x p ■§-1 9 p. (29-2) 

Esto no es otra cosa que la expresión formal del teorema conocido 
de Pilágoras. 

Consideremos de nuevo un triángulo rectángulo. Puesto que el 
coseno del ángulo formado por los vectores no sobrepasa en módulo 
la unidad, entonces, de (29.1) proviene que 

I * - * p < O x | + i y o*. 

I x — 9 P XI x ! — I y !)*• 



o bien 
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i* —f l<l*l+l»l. (20.3) 

I* —»l>l 1*1— lirll- 

De esto modo, eo oí espacio euflídeo la longitud del lado de un 
triangulo no es superior a la suma de longitudes do otros dos ledos, 
pero no es inferior a la diferencia entre sus longitudes. 

Se llama distancia p (x, p) entre ¡os vectores, x, y de un espacio 
euclideo la magnitud 

P<*. »)- (29.4) 

Esta magnitud satisface tres propiedades naturales do la distancia 
entre los vectores fien la interpretación puntual!) en los ospacios de 
segmentos dirigidos A saber, para cualesquiera vectores x, y. z do 
un espacio euclideo 

•) P(». »)-P (». r), 

2) p(x, »)>0, si sndy; p(s. »)-0, el i ■-y. ( 29 . 5 ) 

3) p(x, »Xp(i. s) + p(a, y). 

Ims primeras dos propiedades son olmas, leí última propiedad no 
es otra cosa que la goneraliración do la conocida -desigualdad tri¬ 
angular.. La validar de la propiedad 3 ae desprendo do lo primera 
desigualdad (29.3), si x e y se sustituyen por r — z a y — ¡. respecti¬ 
vamente 

Se llama distancia p ( A. H\ entre lot contamos A, B de vectores 
do un mismo espacio la magnitud 

p <A,B)~ inf p(r. »). 

«a. «a 

En conclusión hornos do notar la siguiente circunstancia. Supon¬ 
gamos que en el espacio euclideo £ se ha fijado una base orlonormn- 

litado e„ c,. . Para cualesquiera dos vectores z, y. dados me- 

(Itonle sus coordenadas 


* - (« 1 . «S.«J. y - (P„ (I,. ... M 

respecto de esta base, tendremos, de acuerdo con (28.3). 

|x|=(tt¡+a¡+ .,+oX) 1 '*. 

Por consiguiente. 


cos(x, y) - 



La analogía total con las fórmulas (25.4), (25.5) es evidente 

De este modo, las nociones introducidas de longitud, ángulo y 
distancia concuerdon enteramente con las nociones análogas en el 
espacio de segmentos dirigidos. 
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Ejercicios. 

1. Demuéstrese que la longitud da ana »uma de cualquier número do vecto¬ 
res no rt superior a la suma de longitudes de estos vectores. 

2. Demuéstrese que el cuadrado de la longitud de una suma du cualquier 

número de vectores ortogonales es Igual a la soma de cuadrados de las longitu¬ 
des de dichos vectores- ... ., 

3. Eo un espacio eoclideo de polinomios, que dependen de una variable I, 
hállense los ángulos del triángulo formado por los vrcton* 1. I*. 1 — t*. 

4. ¿Cuál es U distancia entre los polinomios 3í» + 6 y 2l» + 1+ 1? 

5. Demuéstrese que un triángulo en el espacio euclídeo os rectángulo cuan¬ 
do, y sólo cuando, la longitud de un lado e> igual al producto de la longitud 
del otro lado por el coseno dal ángulo entre ellos. 

$ 30. Línea oblicua, perpendicular, 
proyección 

Antea do extender las nocionoa de 
oblicua, perpendicular y proyección a los éspacioa ouctídeos abstrac- 
toa. conaiderarótuoilas en un espacio 
de segmentos dirigidos. 

Sea dado un plano L. Desde un 
punto M tracemos una perpendicular 
al plano y de-siguemos con M L au baso 
(íig. 30.1). Con ol fin de comunicar 
el problema una interpretación vecto 
rial, olijamo* en el plano 1. un punto 
O y consideremos el espacio V, de seg¬ 
mentos dirigidos sujetados al punto O. *■»*• SO.». 

El plano L íortnii un subespacio, por 

lo cual la construcción de la perpendicular bajada desde el punto M 
ni plano L se reduce a la descomposición del vector OM dol espacio 
en la suma 

Ó\¡ - OsT, +■ JT¿3. (30.1) 

donde OMl c E y MjS J_ L. De los raiooararentos geométricos se 
ve que la descomposición (30.1) existe siempre y es única. 

El ejemplo examinado sugiere cómo, en el caso general, debe 
plantearse el problema sobre una perpendicular Supongamos que en 
el espacio euclídeo E so ha fijado cierto subespacio L. Tomemos un 
vector arbitrario / de E e investiguemos la posibilidad de su des¬ 
composición en la suma 

/ - f + h. (30.2) 

donde g É L y h J_ L. 

Con este problema ya nos encontramos anteriormente. Electiva¬ 
mente, la condición h J_ L es equivalente a la condición * 6 L l . 
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De acuerdo con el teorema 28.2, el espacio euclideo E es la suma 
directa de los subespacios ¿ y L-. Por esta razón. la descomposición 
(30.2) siempre existe y es única. 

Al tomar en consideración la analogía con la descomposición 
(30.1), el vector g en la descomposición (30.2) se llamará proyección 
del vector / sobre el subespacio L\ h, perpendicular trocada desde el 
vector f al subespacio L; el propio vector /. línea oblicua al mbespacio l. 

Se sabe que en la geometría elemental la longitud de una per¬ 
pendicular nunca supera la longitud de ana línea oblicua. Una situación 
análoga tiene lugar también en el espacio ouclideo. Los vectores 
g, h en la descomposición (30.2) son ortogonales. Por ello, de acuerdo 
con el teorema de Pitágoras, 

i/r-u p + i*i*. 

de dondo se deduce que 

Está claro que la longitud de la perpendicular h al Subespacio L 
oquivalo a la longitud de la linea oblicua 1 al mismo subespaeio 
cuando, y sólo cuando, / J. L. 

Al problema sobre la perpendicular se le puede dar también otra 
interpretación. Consideraremos otra ve* un vector arbitrario / do E. 
Este vector no pertenece forzosamente al subespacio L. Por consi¬ 
guiente, se puede plantear el problema sobre la ubicación en l. do 
un vector cuya disposición fuera más próxima a / en el sentido de la 
distancia introducida anteriormente. 

Tomomos un vector arbitrario z de L. Al sustraerlo de ambos 
miembros de la igualdad (30.2) obtendremos 

/-*«(#-*)+*. 

Ya que el vector h es ortogonal al vector g — z, de acuerdo con 
el teorema de Pitágoras, tenemos 

Por esto 

con la particularidad do que la igualdad es verídica cuando, y sólo 
cuando, x =» g. 

Así pues, de todos los vectores del subespacio L la proyección 
del vector / sobre L es la más próxima al vector /. Esto es testimonio 
de que 

•p (/. L) .. p (/, g). 

Por analogía con los segmentos dirigidos llamemos ángulo entre 
el vector f y el subespacio L el menor de los ángulos formados por el 
vector / y los vectores z de L. Tomando en consideración la desigual- 
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dad de Cauchv— Buniakovski y la descomposición (30.2). hallamos 




Es evidente que esta desigualdad se convierte en una igualdad cuan¬ 
do, y sólo cuando, los vectores tyg forman nn ángulo nulo. 

Do esto modo, el ángulo entre el vector / y el subespacio L coin¬ 
cide con el ángulo formado por el vector / y la proyección do éste 
sobro el eubespacio L. 

Las propiedades citadas que poseen la perpendicular y la proyec¬ 
ción reflejan el aspecto geométrico de estas nociones. Ahora conside- 
rarémoslas desde el punto de vista algebraico. Con el eubespacio L 
fijado, todo vector / del espacio ouclídeo E defino unívocamente 
respecto de L sus dos componentes. Por consiguiente, se puede con¬ 
siderar que la descomposición (30.2) prefija dos funciones 

K * p»t/. 
h — ortj. 


Como «argumento» de la función puedo figurar cualquier voctor de 
E\ como «valor» de la función prjJ airrt un vector de £; como «valor» 
de la función ortt/, un vector de ¿ i . 

En vista de la correlación (I*) 1 - E, la perpendicular y la pro¬ 
yección están ligadas mediante las igualdades 


pr t /-ort ta /, 
ort t / - pr tl /. 


(30.3) 


Por ello, el estudio de estas funciones siempre se reduce, de hecho, 
al estudio do une de ellas. 

Tomemos dos vectores arbitrarios x. p de £. Conforme a la des¬ 
composición (30.2). se tiene 

x — pr» x -f ortj. x, (30.4) 

9 - Ft 9 + otIl y. 

Al sumar estas igualdades teimino a término y al multiplicar la 
primera de ellas por un número real ariibrario X. obtenemos 

x + y - (peí * + Pft 9) + (ortt * + ort t y). 

Xx = (X pr t x) + (X ortt x). 


Por comprobación inmediata nos convencemos de que los vectores 
dentro del primer paréntesis pertenecen a L, mientras que los ence¬ 
rrados dentro del segundo paréntesis son perpendiculares a Debido 
a la unicidad de las descomposiciones del tipo (30 2) esto significa 
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la valides de las siguientes correlaciones 

P't(*+9) = pri-r+pri-V. 
pr,.Xi=--ipr, i 


(30.5) 


para la función pr L y, por supuesto, de las correlaciones análogas 
ort,. (x + y) »■ ort t x + ort t y, 
ort t (Xx) •* X ortL x 


(30.6) 


para la función ort t . Aquí tiene lugar una completa coincidencia do 
las fórmulas (25.9) y (30.5). 

Observemos que ort L z — 0 para todo vector s de L. Por eso. de 
la primera igualdad (30.6) se deduce que 

ort t (x -+- x) — ort t (x). 


Por consiguiente, el valor de la función ortt no se altera, ai al argu¬ 
mento se adiciona cualquier vector del subespacio L. En particular, 
si lomamos x — —pr t x. antonces, teniondo en cuenta (80.4), ob¬ 
tenemos 

or«t (ortt x) — ortt *. (30.7) 


Una correlación análoga tiene lugar también para la proyección. 
A saber. 

P*t (P *l x) ■» prt x. (30.8) 

Supongamos que ol subespaclo L es la suma ortogonal de los 
subespacios L x y ¿,. Elijamos un vector arbitrario x de B y represen¬ 
témoslo en forma de la suma 

x ~ (prt, x4 prt, x) + (x- pr t , x- pr t| x). 

El vector dentro del primer paréntesis pertenece, evidentemente, al 
subespacio £, © L r El vector dentro del segundo paréntesis es orto¬ 
gonal a ¿, © L t , de lo que es fácil convencerse transformándolo con 
ayuda de las correlaciones (30.4) del modo siguiente 

a- prt, x- pr t , x - ort tl x- prt, x - ortt, x- pr t , x. (30.9) 
Concluimos, a partir de lo dicho, que 

“ P r i* 1 + P f t» x * 

Una perpendicular bajada desde el vector x sobre el subespacio 
© L t es igual a una de las expresiones (30.9). Si, en particular, 
x _L L ,, entonces 


ortt, x = ortt, x. 


(30.10) 



• II ISOMORFISMO EUCLIDEO 


113 


Ejercicios. 

1. ¿Tendrá lugar en un espacio euclídeo el análogo del teorema Bobro loe 
tren perpendiculares? 

2. Demuéstrese que la suma de dos ángulos, formados por el vector / y los 
subespacios ¿ y es Igual a nfí 

3. Hállense la perpendicular y la proyección dal vector / sobro los su hospi¬ 
cios triviales. 

4. Demuéstrese que si para los espacios fijados £,.£,>• para cualquier 
veotor z se verifica la igualdad 

Wl.M.'-P'H'+P't.*' 
la suma + L t será oriooonal. 

5. Demuéstrese que si los subespacios £,, L .. L m son ortogonales 

dos a doa, entonces pera todo vector z de £ 

W , >g | IP**.,*!•• 

5 31. Isomorfismo euclídeo 

En al transcurso de nuestras in¬ 
vea ligue ¡ocies ya hemos observado, más de una vez, que las propieda¬ 
des de un espacio cuclidco abstracto coinciden con las do los espacios 
de segmentos dirigidos. Se podría continuar exlendiondo los hechos 
y teoremas do la geometría elemental al espacio euclídeo. Sin embar¬ 
go, no hay necesidad an esto. 

Introduzcamos la noción de isomorfismo euclídeo. Diremos que 
los espacios euclideos E y E‘ son isomorfos según Euclldes. si son 
isomorfos como espacios linaalas reales y. además, para todo per de 
vectores x, y do E y los vectores correspondientes x\ y' de E' eo vori- 
íica le igualdad 

<*.»> - (*■. />• 

teorema ii.i. Para que dos espacios euclideos sean isomorfos según 
Euclides, es necesario y suficiente que sean iguales sus dimensiones. 

demostración Si dos espacios euclideos E y E' son isomorfos 
eogún Kuclides, serán isomorfos también como espacios reales liné¬ 
alos. Pero, los espacios lineales de tal indolo son de igual dimensión. 

Consideraremos ahora dos espacios euclideos E y E' do una mis¬ 
ma dimensión n. Sea a,.e„ la base ortonormalizada en E 

y sea e\, e' v .... e' n la base otronormalizade en E'. A todo vector 

* ™ “A + <Vi + • • • + 
del espacio E ponemos en correspondencia el vector 
x = <*S f 4- o ge t + ... + a n e't 

del espacio E‘ . De acuerdo con lo demostrado anteriormente, esta 
correspondencia representa un isomorfismo. Tomemos ahora otro 
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par de vectores correspondientes de F. y 

y ■* Pi«i + P*** + • • • + ?•*»• 

Según {28.3) tenemos 

(z. y) - a»p, -f a*Pt + ... + ®*Pn * (**. y'h 
El teorema queda demostrado. 

Nos interesan siempre sólo aquellas propiedades de los espacios 
lineales que son consecuencias de las operaciones fundamentales que 
actúan en los espacios. Desde este puoto de vista los espacios isomor- 
fos según Elididos tienen propiedades iguales. Por ello, cualquier 
teorema geométrico, demostrado para el espacio será verídico 
también en cualquier subespacio tridimensional del espacio euclidoo. 
Por consiguiente, será válido también en todo espacio euclidoo. Por 
supuesto, como espacio euclidoo tipo puede servir el espacio aritmé¬ 
tico R„ con un producto escalar introducido conforme a (27.2). 


Ejercicios. 

1. Cooalrúyase pn itoinurlunio reclídro »ntir lo» espacio» V, y R, 

2. Detuué»trr»c que ro loe wpeoo» ¿*oit»ort<v» M*ún Eudidat un «itema 
ortonomj'alljado do «eetoroe mm a eor de i»ue»o un sistema prtonormaiiiado. 

3. Demuéstrese que en lo» espacio» isomorfos según Enrlidm lo» ángulos 
•ñire los pares de correspondiente* vectone son igualo*. 

4. Demuéstrese que en loa «pacto» tiomorfcs aegún Euclldn om perpendi¬ 
cular y una proyección pasan a Mr una perpendicular y una proyección, respec¬ 
tivamente. 


| 32. Espado unitario 

Los conceptos métricos funda¬ 
méntalas han sido extendidos sólo a los espacios lineales reales. 
Resultados análogos tienen lugar también en un tapado lineal com¬ 
plejo. 

El espacio lineal complejo V se denomina unitario, si a todo par 
do vectores x, y de V se le ha puesto en correspondencia un número 
complejo (z, y), llamado producto escalar, con Ja particularidad do 
quo 90 cumplen los siguientes axiomas: 

1) (*, ul - (¡tTí). 

2) ft*. y)->.(*. y). 

3) (x + ».«)- (i. ■) + (v. i). . „ 

4) (z, z) > 0 cuando z ¥* 0: (0. 0) « 0 

pora unos vectores arbitrarios z, y, x de U y un número complejo 
arbitrario fc. 

La raya en el primer axioma es un signo de conjugación compleja. 
Esta única diferencia de los axiomas del espacio euclideo no lleva 
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consigo distinciones profundas, sin embargo no se debe olvidarla. 
Asi por ejemplo, si en nn espacio euclideo tiene lugar la igualdad 
( 2 . iiy) =‘X (z, y), en el unitario se verificará la igualdad (z, Xy) ™ 
= !(*, »)- 

En el espacio unitario U se pueden introducir algunos conceptos 
métricos. Al igual que en el caso real, llamemos longitud del vector 
la magnitud 

|x|=+(x, x) 1 ". 

Todo vector no nulo tiene ana longitud positiva, la longitud de un 
vector nulo es igual a cero. Para cualquier X complejo so verifica la 
correlación 

|Xx|- |X|.|*1. 

Es válida también la desigualdad de Caueby—Duniakovski 
1 íx. V) P < (*. x) (y, y). 

La demostración se lleva a cabo siguiendo el mismo esquema que 
en el caso real. 

En el ospacio unitario el concepto de ángulo entre los vectores, 
por regla general, no se introduce. Se considera solamente el caso 
en que los vectores z e y son ortogonales. Al igual que en el caso real, 
ae entiendo en tal circunstancia el cumplimiento do la igualdad 

<x, y) - 0. 

Es evidente que (y, z) » (z, y) ■ 0. 

En esencia, toda la teoría del espacio euclideo. examinada más 
arribo, se aplica a un espacio unitario sin que cambien las definicio¬ 
nes y los esquemas generales de las demostraciones. 

A título del espacio unitario puede servir el espacio aritmético 
C„. siempre que para los vectores 

z - (a,, a,. a«), 

► - <Pi- (>,. •. p.) 

el producto escolar se introduzca de la manera siguiente: 

(32.)) 

Con el ejemplo de este espacio se muestra fácilmente la>significacion 
do la conjugación compleja en el primer axionrt. Si en el espacio Q, 
introdujéramos el producto escalar según la fórmula Í27.2). enton¬ 
ces. en el espacio C,. por ejemplo, para el vector 

x - (3, 4. 51) 

#• 



CAP- J- MEDICIONES RN EL ESPACIO UNEAL 


tendríamos 

(z. x) = 9 + 16 + 25f* - 0. 

El cuarto axioma, que es muy importante, resultaría incumplido. 
Ejercicios. 

1. Compáreos* el espacio eudldeo R. y al especio unitario C*. 

2. Escríbese la desigualdad de Caocby-BunJakovski en ol espacio C.. 

3. Si en un aspado complejo el producto escalar se introduce de acuerdo 
con los axiomas (27.1), ¿podrí cumpliros en tal espacio la desigualdad de Cau- 

4. SI oo uo «pació complejo el producto escalar se introduce de acuerdo 
con loe axiomas (27.1), ¿podrí existir en tal «pació una base ortogonal? 


| 33. Dependencia lineal y sistema» 
ortonormalizados 
Ya hemos visto un el (22 quo la 
independencia liooal de un sistema de vectores de una base puede 
porturbarse como resultado de pesuñas alteraciones en los mismos 
vectores. Este fenómeno conduce e complicecionps bastante grandes 
cuando ol concepto de base se emplea en la resolución do las problo- 
mas prácticos. No obstante, conviene subrayar que no todas las bases 
poeoon esta desfavorable propiedad. En particular, no la llene nin¬ 
guna baso ortonormalixada. 

Supongamos que en un espacio ouclidoo o en un espacio unitario 

so ha olegido una base ortonormalixada arbitraria c,. e t . 

Si pora cierto voctor b tiene lugar la descomposición 

entóneos, sogún (28.4) 

|»|*=| 1 |o,|«. (33.1) 

Examinaremos ahora el sistema de vectores e, + e t . . 

. . e n + t n y supondremos que el sistema es linealmente depen¬ 
diente. Esto significa que existen Ules números f},. f)„ . . ., no 
nulos a la vez, que 

' ¡ÉMí| + •.)=<>. 

Do aquí se desprende que 


-2, *■- 
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Al hacer uso de la igualdad (33.1) y desigualdad (27.6), tonemos 

<(Í IM I«,I)’<(| 1 IP,I’)(| |e,l*)- 

Comparando los miembros primero y segundo de las correlacione* 
obtenidas, llegamos a la conclusión que 

S, 

De este modo, la desigualdad obtenida significa quo al cumplirso 
la condición 

¿W<i. (332) 

ol sistemo de vectores 

«i + «i. *■ + «•.*.» + «• 

aeré, a ciencia cierta, linealmente independiente. 

La peculiaridad de loe sistemas ortonormalisados que acabamos de 
Indicar ha determinado el amplio uso de estos sistemas en la construcción 
de los más diversos algoritmos de cómputo relacionados con la descomposi¬ 
ción según la base. 

Ejercicios. 

1. Sea *„ #„ . . e m una ba*« ortogonal da un repació eudídeo. DeouAe- 
treee que #1 sistema de vector» x,.x* » llnealmcnte iDdepeDdlrnte. al 

S ««|»b *i)>«— y- 


2. Snpongainosqoe loe vectores x, - (x„. x„. . .. x, n » per» i - 1,2,... 

i citan definidos por modio do sea coordenadas eo una bese arbitrarla. 


Demuéstrese que el 


l*ie» , > 




¡era cualquier valor de t. el risteraa x„ x.x, ee linealmente tndepen- 

llente. 
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i 34. Producios vectorial y mixto 

De nuevo comencemos nuestras 
investigaciones por un espacio de segmentos dirigidos. Suponemos, 
como siempre, que se ha fijado cierto sistema rectangular cartesiano 
de coordenadas cuyo origen se ubica en O y la base os í, /, le. 

Tros vectores so denominan tema, si se ha indicado cuál do ostos 
voctore* es ol primero, ouil es el segundo y cuál el tercero. Al inscribir 
una terna de vectores, dispondremos los propios vectores de izquierda 
a derecha on el orden de seguimiento. 

Una tenia do vectores no coplanares a. b, e se llama derteha ( tt- 
qulerda), si dichos vectores so disponen igual que los dodo* pulgar, 
índico no doblado y del corazón, rospectivamento, do la mano derteha 
(i Izquierda ). 

Do cualesquiera tres vectores no coplanares a, 6, c so puodon com¬ 
poner las siguientes seis ternas 

abe, bea, eab, bae, aeb, eba. 

Les primeras tres ternas son de la misma denominación que la torna 
abe, las demás ternas son de denominación contraria. Cabo notar 
que sí en una terna se cambian de lugares cualesquiera dos vectores, 
dicha terna cambiará su denominación. 

Un sistema de coordenadas, alio o cartesiano, ae llama derecho 
( izquierdo ). si los vectores básicos forman una terna derecha (iiquier- 
do). Hasta ol prosonte momento nuestras investigaciones no dopendian 
do la denominación que tenia la basa del sistema de coordenadas. 
Ahora on las investigaciones aparecerán ciertas diferencias. Es por 
o9o que para concretar consideraremos en lo sucesivo solamento siste¬ 
mas do coordenadas derechos. 

Sean dados dos vectores no colineales a, 6. Pondremos en corres¬ 
pondencia a estos vectores el tercer vector c que satisfaga la9 siguien¬ 
tes condiciones: 

1) el vector c es ortogonal a cada uno de los vectores a, b, 

2) la terna abe es derecha. 
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3) ia longitud del vector c es ¡goal numéricamente al ¿rea 5 del 
paralologramo construido en los vectores a, b, reducidos a un origen 
común. Si los vectores a, b son colineales, a tal par de vectores le 
pondremos en correspondencia el vector nulo. 

La correspondencia construida es una operación algebrálca en el 
espacio i',. Se llama multiplicación vectorial de los vectores a, b y se 
indica con el símbolo 

r ■■ lo. M. 

Consideremos los vectores básicos i, f, k. Por definición del pro¬ 
ducto vectorial tendremos 


(I. II - 0, 

II. Il - k. 

11 . kl 

1 /. 11 - -k. 

II. i 1 - 0 . 

II. H 

1*. 11 - 1. 

1*. *1 - -1. 

Ik.kl 


De estas correlaciones se deduce, en particular, que la operación 
del producto vectorial no es conmutativa. 

Toda torna abe de vectores no coplanares aplicados a un punto 
común 0 dofino cierto paralelepípedo. El punto O es uno de los vérti¬ 
ces y los voctores o. 6, c ton las aristas. Designaremos el volumen do 
oslo paralelepípedo mediante el símbolo V (a. b, c). subrayando do 
ostu manera, que el volumon depende de los vectores a, b, c. Si lo 
terna a, b, c es coplanar. el volumen se considerará igual a cero. 
Atribuyamos al volumen al signo más, si la terna no coplauar abe 
es derecha y el signo menos, si es izquierdo. Este nuevo concepto, 
definido de tal modo, se denominará volumen orientado del paralele¬ 
pípedo y se Indicará con el símbolo V ± (a, b, c). 

El volumen y el volumen orientado pueden considerarse como 
ciorlas funciones numéricas de tres argumentos vectoriales quo 
toman determinados valores reales para cada lerna de vectores abe. 
El volumen es siempre no negativo, mientras que el volumen orienta¬ 
do puede tener un signo cualquiera. En lo que sigue se pondrá de 
manifiesto el sentido bien determinado que radica en In distinción 
do estas nociones. 

Sean dados tres voctores arbitrarios a, b, e. Si a se multiplica 
vectorial monte a la derecha por b y luego el vector (a, 61 se multiplica 
oscalarmente por c, el número que se obtiene (|a. 6|, c) se llama pro¬ 
ducto mixto de los vectores a, b. c. 

teorema *4.1. Un producto mixto (la. 6J, c) es Igual al volumen 
orientado del paralelepípedo construido sobre los vectores a. b, c reducidos 
a un origen común. 

demostración. Sin restringir la generalidad podemos considerar 
que lo3 vectores a, b no son colineales. puesto que en el caso contrario 
la, 6) — 0 y la afirmación del teorema resulta evidente. Sea. como 
antes. 5 el área del paralelogramo construido sobre los vectores a. b. 
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Conforme a (26.4) so lien® 

(la, 61. e) - | la. 61 | (pri«,»j e} = S (prj..»] c). (34.2) 

Supongamos quo los vectores a, b, e soo no coplanares. Entonces. 
ÍPiWjO •• igual, salvo el signo, a la altura h del paralelepípedo 
construido sobre los vectores a, b, c trasladados al origen común, a 
condición de que de base sirve el paralelogramo construido sobre los 
vectores a. b (fig. 34.1). De osle modo, el 
segundo miembro de (34.2) es igual, salvo 
el signo, al volumen del paralelepípedo 
construido sobre los vectores a, b, e. 

Evidentemente. {pr> a » e) =< +6, si los 
vectores la. 61 y c su disponen por un lado 
respecto al plano definido por los vectores 
a, 6. Mas. en este caso, la tema abe también 
es derecha. En el caao contrario (pr( a .h|c) — 
“ —h. Si los vectores abe son coplanares, 
entonces c m dispone en el plano definido 
por los vectores a. b por lo cual (pr,.. 4l e) - 0. El teorema queda 
demostrado. 

corolario. Para coa Inquina tres vectores a, 6, ese verifica la corre¬ 
lación 

(lo. 6). e) - (a. 16. el). (34.3) 



Fig. 34.1. 


Efectivamente, de la propiedad de simetría dol producto escalar 
se desprende que (a, (6. el) - (|6. el, o), por lo cual basta sefialar quo 
(la. 61, c) «» (16, el. o). Mas, la última igualdad ea evidente, puesto 
que las ternas abe y bea non de una misma denominación y a ollas 
correspondo un mismo paralelepípedo. 

La correlación (34.3) permite realixar con gran eficacia las inves¬ 
tigaciones algebraicas. Demostremos primeramente que para cuales¬ 
quiera vectores o. 6, c y para todo número real a tienen lugar las 
siguientes propiedades de la multiplicación vectorial: 

1) lo. 61 = — |6. aj. 

2) [cta, 61 ■ o (a, 61, 

3) la + 6. c) - [a. el + |6, el. 

4) (a, a| — 0. 

La propiedad 4 proviene de forma evidente de la definición. 
Con el fin de demostrar las propiedades resuntas, haremos uso del 
hecho que los vectores x e y son iguales entre sí cuando,v sólo cuando, 
(x, d) = (y. d) 

para todo vector d. 

Sea d un vector arbitrario. Las temas abd y badson de diferentes 
denominaciones. Por consiguiente, en virtud del teorema 34.1 y las 
propiedades del producto escalar, concluimos que 

(|a. 61. d) => - (ib. a|, d) - (- (6. al, d). 
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Como d es un vector arbitrario, esto es un indicio de que la, 6J = 
=» — (6, a] y la primera propiedad queda demostrada. 

Para demostrar las propiedades segunda y tercera procedemos de 
manera análoga, tomando en consideración, además, la correlación 

(34.3). Tenemos 

(loa, 61, d) - (a a, f&, </l) - a (a, [6, di) => 

= a ((a&l, d) — (a la, 61, d), 
lo que significa la validez de la propiedad 2. Luego, 

(la 4- 6, el, d) = (a + 6. le, di) — (a, |e, di) + (6, Ir, di) — 

- (la. el. d) 4- (16. rl. d) - (la, rj + |6, rl, d) 
y la propiedad 3 resulta también lícita. Respecto del segundo factor 
tlonon lugar las igualdades correspondientes: 

fa, a6J — — Ia6, a| - —a (6. a) - a (a, 61. 
la, 6 4- el — — 16 4- e, al — — 16, al — le. al -» la, 6| 4- (a, el. 
Ahora podemos investigar las propiedades algobraicas de un 
volumen orientado considerándolo como una función definida on 
Ias tornas da vectoras. Sea. por ejemplo. el vector a una combinación 
lineal do ciertos vectores a', a*. En esta caso 
(laa' + pa\ 6), e) - (a la', 61 4- p la', 61, e) - 

— a (la', 61, c) + P (!«'. ¿I. c). 

Por consiguiente, 

V * (aa' 4- pa', 6, e) - aV* (a', 6, e) 4- P»'* (a', 6, e) 
para cualesquiera vectores a', a' y números reales a, p. 

Cuando dos argumentos se cambian do lugar, ol volumen orien¬ 
tado sólo cambia do signo, a consecuencia de lo cual la propiedad 
análoga referente a la combinación lineal os verídica para cada argu¬ 
mento. Teniendo presente precisamente esta propiedad, diremos que 
el volumen orientado representa en si una ¡unción lineal respecto do 
todo nrgumento. 

Si ios vectores abe son lineatmenle dependientes, serán copina¬ 
ros y, por ende, el voluraon orientado en el caso dado es igual e cero. 
Luego, ni tomar en consideración las correlaciones (34.1) hallamos que 

V* (1. /. k) - (lí. /I, k) - (k, k) - 1. 

Asi pues, podemos concluir que el volumen orientado po9ee, en 
su calidad de función, las siguientes propiedades: 

A) el volumen orientado es una función lioeal 
respecto de todo argumento, 
fi) ol volumen orientado es igual a cero en todos 

los sistemas Itnealmenle dependientes. (34.4) 
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C> el volumen orientado es igual a la unidad al 
menos en un sistema ortonormalizado fijado 
de vectores. 

Por supuesto, estamos lejos de haber enunciado todas las pro¬ 
piedades del volumen orientado. Las propiedades destacadas en 
>(34.4), como también las otras, pueden establecerse con facilidad, 
al se conoce la expresión explícita de loa productos vectorial y mixto 
en términos de las coordenadas de los vectores a, b. e. 

teorema jít. Si lo» vectores a, b están dados mediante sus coorde¬ 
nadas recta ngu lares cartesianas 

O - (*,. Vi. «0. 

6 = (*!. V,. «J. 

el producto vectorial tendrá toe coordenadas siguientes : 

lo, 4| - - y,¡„ l,i, - v„ z ,y, - i,»,). (34.5) 

demostración Teniendo en cuenta que las coordenadas de los 
vectores prefijados determinan las descomposiciones 
• " *i* + li/ + t'k, 

»- *s>+>j + «t*. 

y apoyándonos en las propiedades algebraicas del producto voctoriul, 
hallamos 

a, 6| — x,*, |a, ti + x,jr 4 |f, /f + x,x t la, *1 + 

+ üt*t I/. <1 + ¡t,)i II. II + II,t, II, *1 + 

+ 1,1, |*. II + t,s, I*. /| + 1,1. |*. 41. 
La validez de la afirmación del teorema so desprende ahora de la 
correlación (34.1). 

corolario. St el vector e está dado también mediante las coordenadas 
r,, y t , x, en el mismo sistema cartesiano, entonces 
(lo, 61, c) - z#,¡, + IJIA + 2 ,n», - 

- - x d, ! > - *■».»,• (M.6) 

La introducción del volumen orientado y le investigación de sus 
propiedades algebraicas permiten llegar a deducciones de importan¬ 
cia referentes a la longitud, el área y el volumen. 

Observemos que las bases derechas e izquierdas determinan lo 
partición del conjunto de todas las bases del espacio on dos clases. 
La propia denominación «derechas e izquierdas» no lleva ningún 
sentido profundo, sino que está relacionada con un método cómodo 
para destinguir la clase a que pertenece tal o cual base. A estas dos 
clases está ligado, en esencia, el propio concepto de volumen orien¬ 
tado. 
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Con hechos de (al índole ya nos hemos encontrado. Todas las 
bases en una recta se pueden dividir también on dos clases, reunien* 
do en una claso los vectores dirigidos hacia un mismo lado. En esto 
caso resulta que la magnitud de un segmento dirigido os un análogo 
completo del volumen orientado, siempre que ambos conceptos se 
consideren como funciones de fos sistemas de vectores. La propiedad 
A tiene lugar de acuerdo con las correlaciones (9.8). La propiedad B 
es válida, pueste que la magnitud del segmento nulo es igual a cero. 
El cumplimiento de la propiedad C es obvio. 

Una investigación análoga independiente se podría realizar tam¬ 
bién en el caso de un plano. Sin embargo, resulta más ventajoso 
hacor uso de los resultados ya obtenidos anteriormente. Fijemos un 
sistema rectangular cartesiano de coordenadas Oxy. Completémoslo 
hasta obtonor el sistema derecho de coordenadas Ozyz en el espacio. 
Preatemos atención n que según sea la disposición do los ajos Ox 
y Oy, el ejo O: pueda tener una de las dos direcciones posibles. Esto 
también determina la partición del conjunto de las bases do un plano 
en dos clases. El área orientada S * (a. 6) del paralelogramo. cons¬ 
truido sobre los vectores a, b en el plano Ozy, puede ser definida, 
por ejemplo, inodianto la igualdad 5* (a, b) « V* (o, b, k). Natural¬ 
mente. las propiedades A. B. C subsisten en este caso también. 

De esto modo, atribuyendo a la» longitudes, las áreas y los volú¬ 
menes ciertos signos y considerando dichos conceptos como funciono» 
definidas on los sistemas do vectores, podemos conseguir que todas 
«tas funciones tengan las mismas propiedades algebraicas A, B, C 
de (34.4). 

Ejercicios. 

1. Demuéstrese que loe vector»» a, b. c son copla na res cuaodo, y »6lo 
cuando, »u producto misto cj igual a cero. 

2. Demuéelrwe que pare cualesquiera tres vectores a, b. c w verifica lo 
correlación 

la. I*. «ll-<«. c) fc — (e, b)e. 

3. Demuéstrese que U multiplicación vectorial no re una operación asocia¬ 
tiva. 

4. Hállese la represión del área orientada da un paralelogramo en término» 
de la» coordooadas cartesianas de vectores en un plano. 

5. ¿Cambiarán las fórmulas (34.5). (34.0). si eí sistema do coordenada*, 
respecto del cuaf están dado» lo» vectores, as nquierdo? 

§ 30. Volumen ) volumen orientado 
del sistema de vectores 
En los espacios lineales de sog- 
mentos dirigidos el área y el volumen son las nociones que se derivan 
do la longitud del segmento. El concepto de longitud ya lo hemos 
extendido al espacio euclídeo abstracto. Ahora examinemos un 
problema análogo en relación al área y al volumen. 
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Supongamos que en un plano están dados dos vectores no coli- 
neales z¡, x,. Construyamos sobre estos vectores un paralelogramo. 
tomando por base el vector x, (fig. 35.1). Empleando el extremo del 
vector x, como punto de partida, tracemos la perpendicular A a la 
baso. El área 5 (x,. x s ) del paralelogramo se expresará modiaote 1* 
fórmula 

5(*„ x,)- Ix, | |A (35.1> 

Designaremos con L t el subespacio nulo y con la cápsula lineal 
construida sobre el vector x,. Puesto que 
|x.|-|orti«x 1 |, 

la fórmula (35.1) pueda ser escriU en la forma aiguiente: 

S(x t . x,) — Jort^x,! |ortt,*|. (35.2> 

Luego, tomemos en el espacio tres vectores no roplanaresx,. x,,x ( . 
Construyamos un paralelapípedo sobre estos vectores, tomando por 


ZE7 


Flf. 85.1. Fif. 35 2. 

baso el paralelogramo formado por los vectoresS |a z a (fig. 35.2). Desdo 
•1 extremo del vector x, tracemos sobre la base la perpendicular A.. 
El volumen V (x x , x,. x,) del paralelepípedo se expresará mediante la 
fórmula 

V(x t , Xj. x,) - S (Xj. x,) 1 A, |. 

Al designar con la cápsula lineal construida sobro loa vectores 
«r |f x„ tendremos, conforme a (35.2). 

*(*«• *>• x^“|oit u x,| |ort t ix,| lortt,x,|. 

Do este modo, la longitud del vector, el área del paralelogramo 
y el volumen del paralelepípedo on los espacios lineales V,. V., V a 
so expresan mediante las fórmulas en las cuales no es difícil des¬ 
cubrir cierta regularidad: 

|l,| - |ort¿,x,|, 

S (x„ xj~ lorti. 2,1 lortt,x,¡, (35.3) 

V(x„ x,. x.) = |orl u x,| |ortt,x,| |orlt,l,|. 
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En particular, en lodo caso el número de factores coincide con la 
dimensión del espacio. 

Estas fórmulas dictan cómo se debe introducir el concepto de 
volumen en un espacio euclideo £. de dimensión n. Supongamos que 
eo E„ ae ha dado un sistema arbitrario de vectores x,, x t , . . x*.. 
Designemos con ¿ 0 el subespacio nulo y con L,, la cápsula lineal 

formada por los vectores x,.x,. Entonces, por analogía con 

los espacios de segmentos dirigidos diremos que: 

So llama volumen V (x„ x,.x„) del sistema de vectores x„ x,. 

. . x„ del espacio euclideo E„ el valor que toma en osle sistema una 
funoión real que depende de n argumentos vectoriales do £„ y esté 
definida del modo siguiente: 

v x,.x„) - "m' 'mi- (35.4) 

Niituralmente. por ahora no podemos afirmar que el volumen de 
un sistema do vectores posee todas las propiedades quo son propias 
precisamente al volumen para cualquier valor de n. Pero, para los 
«spacios Huclideos de dímousionos I. 2, 3. respectivamente, en virtud 
dol isomorfismo ouclideo y las correlaciones (35.3), ol volumen tiene, 
a ciencia cierta, las mismas propiedades que la longitud de un 
segmento, el ároa do un paralologramo y el volumen do un paralele¬ 
pípedo. respectivamente. 

Veamos ahora un acceso algo mas diferente al concepto de volu¬ 
men de un sistema de vectores del espacio euclideo Como ya se 
ha indicado, la atribución de determinados signos trans/orinn la 
longitud, ol área y el volumen en funciones algebraicas con ciertas 
propiedades comunes. Por esta raión podemos esperar quo la analogía 
correspondiente tonga lugar también en un espacio euclideo arbitra¬ 
rio. Teniendo presente precisamente esta analogía, daremos a cono- 
cor la siguiente definición: 

Se llama volumen orientado K* (x,. x,./„) del sistema de vectores 

x,, x„ .... x, del espacio euclideo £„ el valor que toma en esto 
sistema una función real que depende de nargumentos vectoriales de £„ 
y posee las propiedades (34.4). 

En esta definición tampoco todo está claro. Se dosconoco si 
existe o no ol volumen orientado para cualquier sistema de vectores 
en un espacio euclideo arbitrario cuando n > 4. Si incluso existe, 
úorá unívoco ol modo en que lo definen las propiedades (34.4)? Por 
fin, ¿qué relación existe, en el ceso general, entre el volumen y ol 
volumen orientado? Por ahora podemos responde' solamente a la 
última pregunta y sólo en el caso en que n 1, 2. 3. 

A veces tendremos que considerar el volumen y el volumen orien¬ 
tado en el espacio £„ para los sistemas que contienen menos que n 
vectores. Esto sora el indicio de que en realidad nos enfrentamos no 
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con todo el espacio, sino con un subespacio suyo en el cual se toma 
el sistema dado. Correspondientemente, las propiedades (34.4) serán 
consideradas sólo respecto de los \ectores del mismo subespacio. 
Puede surgir la necesidad de considerar el volumen y el volumen 
orientado para unos sistemas que contienen más que n vectores. De 
conformidad con la fórmula (35.4) y la propiedad B de (34.4), ambos 
funciones en tales sistemas han de ser iguales a cero. 

En conclusión observemos que el empleo do dos diferentes con¬ 
ceptos relacionados con el volumen permitirá simplificar, en grado 
considerable, su investigación, puesto que un concepto refleja el 
aspecto geométrico del problema a resolver, mientras que el otro, 
el aspecto algebraico. Muy pronto se pondrá de manifiesto le relación 
oxistonte entro olios. Descubriremos, a continuación, que la impor¬ 
tancia que proviene de la introducción de estos conceptos consiste, 
además, en que ellos generan cierto aparato matemático cuya signifi¬ 
cación no se limita al problema de un volumen. 


Ejercicios. 


1. ©amué.tr«* qua tn un «pació da «gmcnUo dirigido» la longitud, 
al áraa y al volumen orientado. » definen por la. condición* (34.4) do un modo 
univoco. 

2. ¿Será univoco al modo en que m definen lo. miamos concepto., .1 so 

excluye una da la. fondkionea 04.4)? . 

3. DemutotrcM qoo en todo «pació curlideo 

cuando, y sólo cuando, lo-- 

4. Damufatrwa que < 


... -.«... 


136. 


Propiedades 6 eomílrloo» 
y algebraica» del volumen 


Le lDvestigación del concepto de 
volumen on el espacio eucltdeo E n la empezamos con el estudio de 
sus propiedades geométricas y algebraicas que provienen do la defi¬ 
nición. _ ... 

propiedad t. Siempre V (z l , x„ .... *■) > 0. La Igualdad 
V (x v x v ...,*,)■» 0 llene lugar cuando, y sólo cuando, el sielema 

de vectores x„ x, .x„ « Uncalmente dependiente. 

La primera parte de la afirmación se deduce obviamente de 
(35.4) y la demostración so necesita sólo para la segunda parte. Supon- 

gamos quo el sistema x„ x,.x, es linealment© dependiente. SI 

es que x, — 0. entonces, do la definición se desprende que el volumen 
os también igual a cero. En cambio, si x, gfc 0. entonces cierto vector 
*.«. se expresa linealmente en términos de los vectores anteriores 
Xj, . . x». Pero, en tal caso, ort t|l x k4 , - 0 y el volumen de nuevo 

es igual a cero. 
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Supongamos ahora que el volumen es igual a cero. Por definición 
esto significa que es igual a cero uno de los factores en el segundo 
miembro de (35.4). Sea i « k nara este factor. Si k — 0, se tiene 

x, = 0. En el caso de que k ij 6 0, la condición ort i A x*+¡ — 0 signi¬ 
fica <jue el vector x* +1 pertenece a la cápsula lineal formado por los 

vectores x,.x*. es decir, el sistema x* + , es linealmente 

dependiente. En ambos casos todo el sistema de vectoros x Jt x,, . . . 
. ... Xn será también linealmente dependiente. 

propiedad 2 Para cualquier sistema de vectores x l , x t , . . x» 
es válida la desigualdad de lladamard 

V (*„*..(36.1) 

con la particularidad de que la igualdad tiene lugar cuando, y sólo 

cuando, el sistema x„ x,.x. es ortogonal o contiene el vector nulo. 

Debido a las propiedades que poseen una perpendicular y una 
proyección, es válida, a ciencia cierta, la desigualdad 

|orU,'M.I<l*c*.l. (36.2) 

con la particularidad de quo la desigualdad se convierte en una igual¬ 
dad ruando, y sólo cuando. x (4 , _L o bien, quo ea lo mismo, 
cuando el vector x, 4 , es ortogonal a los vectores x,. x t , . . x¡. 

Consideremos lo? productos de los miembros primero y segundo de las 
desigualdades del tipo (3*5.2) para todo *. Tenemos 

"lí 

Si todos los vectores del sistema x,. x t , .... x ñ son no nulos, asta 
desigualdad se convierte en una igualdad cuando, y aólo cuando, ol 
sistema es ortogonal. I.a presencia del vector nulo hace eLcaso trivial. 

De la desigualdad de Hadamard se pueden deducir unos cuantos 
corolarios útiles. Supongamos que el sistema x„ x t , . . x„ está nor¬ 
malizado. En este caso, evidentemente, 

V (*,. x,.x.) < 1. 

Será cierta también la afirmación siguiente. Si el sistema x,. x„ . . . 

. . .. x„ está normalizado y su volumen es igual a la unidad, será 
ortonormalizado. El hecho de que el volumen de cualquier sistema 
normalizado no es superior a la unidad, es testimonio de que entre 
todos los sistemas normalizados el sistema orlonormalicado tiene 
el volumen máximo. 

propiedad S. Para cualesquiera dos conjuntos ortogonales de vectores 
x„ x t , . ., x p e y,. y .. y, se verifica la igualdad 

y (*I. **• • • •. *r- ¡fi- V, . Vr) - 

-= V (x,. x, .... x„) V (y,. y, .y,). 
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Designemos medíanla L t ana cápsula lineal formada por los pri¬ 
maros « vectora.» del sistema unido x,. z p . y .. y medíanle 

K„ la cápsula lineal formada por los vectores y,. y,. Por hipó¬ 

tesis, cada uno de los vectores del sistema y,, . y, es ortogonal a 

todos los vectores dol sistema x,. x p . Por esta raaón 

¿n i ~ L p ® K, 

para cualquier valor de i desde 0 hasta r. Ahora, al tomar va consi¬ 
deración la igualdad (30.10). Uñemos 

p - l r—t 

V(*. ... ii, .».)-(¡1 |ortt,x m |) (Jl^ |on t ,.,i(i.i|) = 

lort t| x,.,lí (fl |0''«,».-i!)-V(x.x,)V|»,.if,). 

Antes de pasar a las Investigaciones ulteriores haremos una ob¬ 
servación. El volumen do un sistema se expresa sólo en términos de 
las perpendiculares a las cápsulas lineales formadas por los vectores 
anteriores. Teniendo presenU las propiedades de la» perpendiculares, 
se pueda deducir quo ol volumen del sistema no se alterará, si a un 
voctor cualquiera so le afiade una combinación lineal do los vectores 
anteriores. En particular, el volumen quedará inUclo, si cualquier 
voctor so sustituyo por un» perpendicular trazada desde esto vector a 
cualquier cápsula lineal formada por los vectores anteriores. 

propiedad «. El volumen del sutema de veelorti no te allera cual¬ 
quiera que tea la permutación de loe vectora del sistema. 

Examinemos primero el caso en que dentro del sisteme do vectores 
x..x„ conmutan doa vectores contiguos confor¬ 

midad con la observación recién mencionada, ol volumen no se 
alterará, si los vectores Xp„. x p41 son sustituidos por los vectores 

ort. xp,,, ort¿ Xp., y los vectores Xp*... por los vectores 

orlt^Xp.,. .. •. ort,.^ i x % . En estas condiciones tres conjuntos 
de vectores 


x p . 

orttpXp.,. orlLpXp*}, orUp.,Xp„.ort t| ,. t x, 

son ortogonales dos s dos y. en virtud de la propiedad 3, toudremos 

V(*..Xp,|, Xp„.x«)=- K(x,.Xp) X 

xHort^x oti Lp Xp*j)-K(orti. p .,xp.,.ort tp4j x B ). 

Está claro que las cápsulas lineales de los vectores x,. . .. Xp.Zp+n 

Xptj y x,.Xp. xp+ t . x„, coinciden y. por consiguiente, 

V(x,. Xp4j, Xp, .. . V(x,. Xp) X 

X V (orttpXp^, ort 1> x F *J-V(ort t ^ v jXp,j. .... Xi. pt ,x Ñ ). 
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En vista del isomoríismo euclídeo, el volumen de un sistema do 
dos vectores posee las mismos propiedades que el área do un paralelo- 
gramo. En particular, no dependo del orden de los vectores del siste¬ 
ma. Comparando los primoros miembros de dos últimas igualdades, 
concluimos que 

V (i,. . . Xp+ti ...xj - V (x,.x,,,. Xp.,. Ib). 

Un poco más tarde demostraremos que cualquier permutación 

.*<„ de vectores del sistema x„ x t .x„ puede ser 

obtonida por la permutación consecutiva de los vectores contiguos. 
Por ello, la propiedad 4 para una permutación arbitraria se desprende 
del caso particular examinado. 

phopibdad i. El volumen Je un sistema de vectores es una función 
absolutamente homogénea, es deeir, 

v (*i .I« I K (x,.x p .x„> 

para cualquier valor de p. 

Do acuerdo con la propiedad 4. no disminuiremos la generalidad, 
si consideramos que p - n. Pero, en tal caso, al tomar en considera 
ción (30.6), obtendremos 

v ('. 

- |a| H - ta| V(t, .. /.) 

propiedad • El volumen de un sistema de vectores no cambia, rl a 
uno de los vectores del sistema te le arlarle una combinación Unen / de 
torios los demás vectores. 

H ocurriendo de núes o a la propiedad 4, podemos considerar quo 
al último vector se Ir agrega una combinación linea] do los vectores 
nii tortores. Pero, según se ha observado, en el caso dado el volumen 
no cambia. 

El volumen de un sistema de vectores es una función real. Esta 
función posee ciertas propiedades, una parte de las cuales ya la liemos 
establecido. Se ha confirmado nuestra suposición de que ol volumen 
del sistema de vectores, determinado por nosotros para el espacio 
euclídeo. poseo todas las propiedades propias precisamente del volu¬ 
men para cualquier valor de n. Pero, lo más importante consiste, 
quizás, en que las propiedades establecidas definen el volumen de 
modo unívoco. Más preciso os válido el 

teorema M I Si una función real F (x,, x,.x„). que depende 

de n argumentos i retorta les de E m . posee las siguientes propiedades: 

A) no cambia, si a cualquier argumento se le añade cual¬ 
quiera. combinación lineal de los argumentos restantes. 

B) es absolutamente homogénea. (36.3) 
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C) es igual a la unidad para lodos los sistemas ortonormaLiados, 
entonces coincide con el volumen del sistema de vectores. 

demostración. Si entre los argumento* x,.x. se tiene al 

menos uno que es nulo, ontonces. de conformidad con la propiodad B. 

F fe„ x, . x.) - V fe„ i,.*.) - 0. (3fi.í) 

Supongamos ahora que el sistema x,. x t , . . x* es arbitrario Al 
sustraer de lodo vector z, su proyección sobre un subespacio formado 

por loa vectores *.. x,., y teniendo presente la propiedad A. 

concluimos que 

P (x„ x, . x.) = F (ort u X,. Orti, x* . ort t ^, x„). (36.5) 

Si el sistema x„ x,.x, es linealmente dependiente, entonces 

entre loe vectores ort l( x z, se tiene por lo menos un vector nulo y 
la igualdad (36.4) también tiene lugar. Supongamos que el cisterna 

x,. x,.x, e* linealmente independiente; en este caro todos los 

vectores del sistema 

ort,^„ orl t| x,. 

serán no nulo*. Como que dicho sistema es. además, ortogonal, existo 
un sistema ortonorma tizado a v e t . e m para el cual 

orta,.,».- 

Debido a la propiedad C. P («,. • . «•) *" >• 

Por eso. de la propiedad B se desprende que 
a-t 

/•fe,, . .•*•>“<,[!, Ii)r<e. ..'■>“ 

-t'fe,. fe.fe)- 

El teorema demostrado permite .firmar que rí construimos de 
tal o cual modo una función que posea las propiedades (36.3), enton¬ 
ces osta función será el volumen del sistema de vectores. 


Ejercicios. 

1. Establézcase el sentido geométrico de la* propiedades 2. 3. 8 en loa 

espacios de segmentos dirigido*. .. __ , 

2. Establézcase el sentido geométrico de la igualdad (36.5) en lo* espacios 
de segmentos dirigidos. 

3. ¿Podr* una función, que satisface las condiciones (36.3). ser nula en un 
sistema de vectores Unealmenlo independíenle? 

4. Supongamos que respecto da una base ortononraliiada e,. . . e n 

el sistema de vectores x„ a,.x„ posee la propiedad 

<*.. *j> " o 





( J7. PROPIEDADES ALGEBRAICA? DEL VOLUMEN OlíIENT \DO 


p«ra I = 2, 3, . . » y l < * (I — l. 2 . n — 1 > / > t). Halieto U 

expresión para el volumen V U|. x,.x,l en Mmm» de las coordenada» 

de lo? vectores x¡, x t . . ... s, en la base e* . . . e„. 

5. ¿Qué ramniará, n consideramos el concepto de volumen en un «'ñoclo 
coniplojo? 


$ 37. Propiedades algebraicas 
del volumen orientado 

Pasemos, ahora a Ja investigación 
do las propiedades algebraicas ilcl volumen orientado, dejando de 
lado hasta el momento la cuestión do su existencia. Tomumos como 
base de las investigaciones las condiciones A, B, C de (34.4). 

propiedad i El volumen orientado de un s¡tierna de vectores es 
nulo, si dos vectores cualesquiera coinciden. 

KMa propiedad es un corolario directo de la condición B. Ks 
Mdl demostrar que. cumpliéndose la condición A. la condición B 
y lo propiedad enunciada 1 son equivalentes. 

propiedad í El volumen orientado de un sistema de lectores cam¬ 
bia su signo, al cambiar de lugar dos lectores cualesquiera. 

La demostración os anAloga para los vectores do toda « lase, por 
lo que con el fin do simplificar las anotaciones nos i i mita remos ni 
examen del caso cuando cambiamos de lugar las vectores primero y 
segundo De acuerdo con la propiedad 1. 

V ± (x, + x„ x, + x,. x, . i.l - o. 

Pero, por otro lodo, según la rondó-ion A 

V* (x, + x„x, + x„ x„ . ...i.)- V ± (x,.x,.x„ x.) i 

+ V± lx,. x„ . .x.) + V ± 

± (X,. x,. ... + V ± (X,. X,. . .. x„). 

En el segundo miembro de esta igualdad los primero* do.» «mnandos 
son nulos, de donde se deduce la validez de la propiedad 2. Esta ver 
tampoco es difícil demostrar que si se cumple la condición A. la 
condición B y la propiedad enunciada 2 son equivalentes. 

propiedad s. El volumen orientado de un sistema de vectores queda 
Inalterable, si a cierto vector se le agrega una combinación cualquiera 
de los vectores restantes 

Para simplificar, consideremos sólo el primer vector. Según la 
condición A tenemos V ±(x t + T a,x,. x Jt .... 

. x.)+^a,Pdt(x„ x../.). 


-F±(x„ x„ ... 
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En esta igualdad todos los sumandos del segundo miembro, a excep¬ 
ción del primero, son nulos, de acuerdo con la propiedad 1. 

propiedad 1 F.l volumen orientado es una función homogénea, es 
decir, para cualquier calor de p se verifica la correlación 

y ± (*».«>. • • •. *•> - *y ± i* .. • • •• *.)• 

Esta propiedad es un corolario inmediato de la condición A. 

rnoPir-DAD j La igualdad V ± (*,, x t , . ., x,) = 0 tiene lugar 

cuando, y sólo cuando, el sistema de vectores x,. x,.x„ es linealmenie 

dependiente. 

Evidenlemeuto, es preciso sólo demostrar que de la igualdad 
V t (x„ x,. ... x.) — Ü se desprende la dependencia lineal do los 

vectores x,, x,. x n . Supondremos lo contrario. Admitamos que 

él volumen orientado es igual a cero para cierto sistema lino.nl monto 

independiente y,. y,. y m . Ente sistema os una base do ratón 

por la cual para todo vector s de £. se tiene 

* » a#, + '*J»« + a-V.. 

Sustituyamos en el sistema y„ y t . ... y K un vector cualquiera, 
por ojomplo, y, per el vector x. Haciendo uso sucesiva monte do las 
propiedades 3 y ó. encontramos quo 

p=t<*. . .lO-l'±(a,í, + ¿a,»„ If,.l.l- 

-K±( 0 if|, y ¿ , .... fJ-a,K±(ir„ y, .»»)-(*. 

Por definición, el volumen orientado no es nulo al menos en 

un sistema linealmente independiente x,. s,. z„. Pero, al 

sustituir sucesivamente los vectores y,. y,.y„ por los vectores 

X,, 1 ,, .. x«. llegamos a que. de conformidad con el teorema 15.2, 

en esto sistema el volumen orientado también es igual a coro. La 
contradicción obtenida demuestra la propiedad en consideración. 

propiedad •. Si dos volúmenes orientados coinciden al menos 
en un sistema linea ¡mente Independiente de vectores, su coincidencia 
a idéntica. 

Supongamos que para nosotros es conocido que los volúmenes 

orientados V* (x„ x,.x„) y V* (x,. x,.x„) coincidon 

on el sistemo linealmente independiente z,. . . .. x n . Veamos 

la diferencia F (x,. x t . . . x,) — V* (x,: x,. x n ) — Vf X 

X (x,, x,.x,). Esta función satisface las propiedades 3 y 4 del 

volumen orientado. Además, es nula en todos los sistemas lineal¬ 
mente dependientes y por lo menos en un sistema linealmente inde¬ 
pendiente x |( x..x,. Repitiendo los razonamientos empleados 

on la demostración de la propiedad 5. concluimos que F (x,. x„ ... 
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. . .. x„) es igual a cero en lodos los sistema* Jincaluu-nt. indepen¬ 
dientes. es decir, que es nula idénticamente. 

De la propiedad 6 se infiere que el volumen orientado se defino 
por las condiciones (34 4) de modo único, si se fija aquel sistema 
ortonormalirado en que el volumen debe ser igual a la unidad. 

propiedad 7 El módulo del volumen orientado de un sistema 
de vectores coincide con el volumen del mismo uslema. 

Supongamos que el volumen orientado es igual .i la unidad en el 
sistema urtonormaliiado s„ s„ . .. s.. EumiMnuis las funciones 

I " ± (j-,. z¡ . z.) | y V (z„ i, . t„). Ambas satisfacen 

las condiciones A y B de I36.A) y coinciden cu el sistema lincalmcnto 
independiante s,. i„ . s,. 1 .a función 

® i*!,*».. . *.) - II v ± V,. . .x.)|- V{x,.x,. . ,i„)| 

satisface también las condiciones A, B. de (30 .1). es nula en linios 
Jos sistemas Jincalmenlr dependientes y por lo menos en un Sistema 

linealmente independiente .s,. Al cvpvtir de nuevo 

los raionnmieotos lealiiades en la ilnmostraeióii de lo pisiptudad 
concluimos que tlt |j„ z,. . .. j.) es nula idénlicsmetile. 

1.a última propiedad p' dr mucha importanciii. piip.«tn que per- 
mito nfirinar que el módulo del volumen orientado debo poseer Ins 
mi^ma.i propiedades quo tiene el volumen. Kn parliculai. déla- .«tur 
igual en magnitud absoluta a h unidad en lo.lt.- los m-Imumm urlo- 
nnrmalizados y no sólo en un.» de ellos. |*arn el modulo e* verídica 
la desiguoldad de Hadomard. etc Esta propiedad nos da la res- 
pueslii definitiva a todas la* pregunta» planteadas respecto del 
volumen y del volumen orientado Lo único que nos falla e» ln 
demostración de existencia deJ \nlnmeii orientado 


Ejercicios. 

1. Dcrmiólme que ti m cumple la coadtcioe A de (34 4». Is rendición H 
es equivalente Unió a la propiedad I. como a la 1' 

2. Demuéstrese que. cualquiera que sea el numero nal a. existe un msivinu 
da vectores, para el cual ti volumen orientado n ict-al a a 

a- Supongamos q«# la condición C de (34.4* ha «do mj.i.C.i. 1. ..o. la con- 
diclÓD de igualdad a cualquier numero fijado an lodo inflama fijado linealmento 
independiente. ¿Cómo cambiar* «I volumen orientad-.' 

4. t S« usaban en la deducción da las propiedades .l**J volumen orientado 
el hacho da que an el «pació lineal existe el producto .-.nlai > qu.- r s real el 
volumen orientado? ¿Qué ramblar*, m consideran:.- el «oluincn .tiieiuado 
en un espacio complejo 5 


5 38. Permutaciones 

Examiiinrrmo* un sixlemn 

x„ . ... x n y otro .«oleína. x h , . . . obtenido .leí 

primero resinando diversas permutar iones de vectores Supong.urtn* 
que do un sistema puede obtenerse el otro realizando perinutn» iones 
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coit'OCulivA* sólo pntr® I 09 pare> He elementos de cada sistema. En 
tal caso los volúmenes de dichos sistemas serán iguales y los volú¬ 
menes orientados, o bien iguale» o bien se diferenciarán en el signo, 
lo cual depende de la cantidad de permutaciones que han de reali- 
aarso. 

En cuestiones de interés sobre permutaciones, las propiedades 
individuales de los vectores no desempeñarán ningún papel. per° 
será importante el urden do éstos. Por eso. en lugar de los propios 

vectores consideraremos sus números 1. 2.n. La totalidad 

de númoros 

/>. />. • • M /a. 


entre los cuales no hay números Iguales y cade uno de los cuales 
es uno de los números 1, 2. . . , n se denomina permutación de 
estos números. Ln permutación 1. 2. n se denomina normal. 

Es fácil señalar que on un conjunto de n números la cantidad 
total do toda ola» de permutaciones es igual a n!. En oíocto, para 
n - 1 esto es evidente Supongamos que la afirmación es justa para 
cualquier conjunto do n — 1 números. Todas las permutaciones 
do n números m» pueden dividir en n clases, incluyendo on una clase 
sido aquellas permutaciones cuyo primor número es el mismo. Lo 
cantidad de permutaciones on toda clase coincide con la cantidad 
de permutación» de n — 1 números, es decir, es igual a (n — 1)1. 
Por consiguiente, la caatidad de todas lu permutaciones de n núme¬ 
ros es igual a ni. 

Suelo decir» que en una permutación dada los números i. / 
forman una mvertlón. si / > pero « precede en la permutación a f. 
Una permutación se llamará par. siempre que sus números consti¬ 
tuyan una cantidad par de inversiones y se llamará impar, en el 
caso contrario. Si en una permutación so cambian de lugar, dos 
números cualesquiera, no necesariamente contiguos, y todos los 
domás números quedan en sus lugares, obtendremos una permutación 
nuova. Esta transformación de la permutación se denomina trane- 
pottelón. 

Demostremos que toda transposición altera la pandad do la 

K mutación. Para los números contiguos esta afirmación as obvia. 

disposición mutua respecto de los demás números quedó la mis¬ 
ma, mientras que la permutación de los propios números cambia 
la cantidad total de inversiones en una unidad. 

Supongamos ahora que entre los números a permutar i y / se 
hallan otros s números . k„ es decir, la permutación 

tieno por expresión 

. ... /, /. - • 


Cambiaremos aucesivamente de lugar el número i con los números 
contiguos á-„ k t .fc.. /. A contmuaoón. el número /, que 
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ya precede a i, lo traslademos a la izquierda con ayuda de s transpo¬ 
siciones con los números k„ k g . 3 . k¡. De este modo, en total 

llevaremos a cabo 2 s -f 1 transposiciones de los números que están 
Junto uno al otro. Por consiguiente, la paridad de la transposición 
cambiará. 

teorema sai Toda» las ni permutaciones de n números se pueden 
disponer en un orden tal que cada permutación siguiente se obtenga 
de la anterior con ayuda de una transposición, con la particularidad 
de que para el inicio de proceso sirve cualquier permutación. 

demostración. Esta afirmación es justa para n **■ 2. Si es nece¬ 
sario empozar por la permutación 1. 2. entonces la disposición 
buscada será i, 2. 2, 1; en cambio, si empezamos con la permuta¬ 
ción, 2, 1, entonces la disposición buscada será 2, 1. 1, 2. 

Supongamos que el teorema ya se ha demostrado pora cuales¬ 
quiera permutaciones que contienen no más de n — 1 números. 
Consideremos las permutaciones de n números. Supongamos que 
debemos empezar por la permutación i,. <*. • . .. i*. La disposición 
de las permutaciones se realizará según la siguiente regla Comence¬ 
mos por las permutaciones que en el primer lugar tienen ol mimo 
ro I, Por hipótesis, se puede ordenar todas estas permutaciones 
en concordancia con los requisitos del teorema, puesto que. de 
hecho, es preciso disponer en el ordan necesario todas las permuta¬ 
ciones de n — 1 números. 

En la última permutación, obtenida de esta manera, realizamos 
una transposición, trasladando al primer lugar el número l 3 . A contó 
nuación. ordenamos, igual que en el caso precedente, todas las 

C «rumiaciones que en ol primer lugar tienen un número dado. ele. 

or el procedimiento indicado podemos probar todas las permuta¬ 
ciones de n número». 

Con tal sistema de disposición de las permutaciones de n núme 
roa lus permutaciones contiguas tendrán paridades contrarias. 
Tomando en consideración la paridad del número ni para n > 2, 
podemos concluir que en este caso la cantidad de permutaciones 
pares de n números ps igual a la cantidad de permutaciones impares 

y equivale o n!. 

Ejercicio*. 

I. ¿Cuál es la paridad da la permutación S. 2, 3, I. 4? 

2. DiouMrvif que ninguna de las permutaciones pan» (Impares) puede 
Mr reducida a la normal en el transcurso de un número impar (par) de trans¬ 
posiciones. 

3. Examinemos un par de permutaciones I,. i,. ... i. y 1. 2. . . ., a. 

K educiremos a la forma normal la primera permutación con ayuda de tran-oo- 
sino De*, realizando en cada una de rttas una transposición de cualoMuiera ole- 
raentos en la segunda permutación. Demuéstrese que terminado el proceso, 
la segunda permutación tendrá la misma paridad que la permutación !„ ... 
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§ 39. Existencia de un volumen 
orientado 

Examinemos ahora la cuestión 
sobre la existencia de un volumen orientado de un sistema de vecto¬ 
res Supongamos que en el espacio £„ se ha elegido un sistema orlo- 
normalizado x,, Zf. .... en el cual el volumen orientado ha de 
ser igual a uno, de acuerdo con la condición C de (34.4). Tomemos 
un sistema arbitrario x,. x t , . . .. z„ de vectores de Puesto 
quo el sistema t,. . ., i, es la baso en t\. para todo vector r, 

existe la siguiente descomposición según la base citada: 

1 , - «„«i + •«*, + .. . + «»«.. (39.1) 

donde a„ son ciertos números 

Si el volumen orientado existe, de conformidad con lo condi¬ 
ción A do (.Ti.4), podemos transformarlo sucesivamente teniendo 
presente las descomposiciones (39.1). A saber. 

• a 

y ± .... - y ± £ •>»,=«,. £ •* 

• »»,. t *./.*).)“ 


.,s, 

.• 


..."i ¿ ... i > h .«/.)• (39.2) 

o-l .»«-■ *«-• 

Kn la última suma múltiple de n la mayor parte de los sumandos 
es igual a cero, puesto que, de acuerdo con la propiedad 1 , el volu- 
mon orientado del sistema de vectores es nulo, siempre que dos 
vectores cualesquiera coincidan. Por ello, entro los sistemas 

1 ., z, t . z ÍK se deben considerar sólo aquellos, para los cuales 

el surtido de índices /,./„ representa una permutación 

de n números 1. 2. n. Mas. es este caso 

V* («i,. *¡ t . 

según sea par o impar la permutación de los índices. 

De este modo, si el volumen orientado existe, debe expresarse 
on términos de las coordenadas de Jos vectores x„ x„ . . ., x n 
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en la base 2 ,. x,.í, mediante la siguiente fórmula: 

v*l* I. *t .í.)-2± «.!,««,.«.!,• I 39 - 3 ) 

Aquí la sumación se realiza según todas las permutaciones de índices 

; x . /,./„ de los números 1. 2. n y el signo más o el 

signo menos se toma en dependencia de la paridad o imparidad de 
la permutación. 

Demostramos que una función, prefijada por el segundo miembro 
do la igualdad (39.3). satisface todas las condiciones que definen 
un volumen orientado. Sea el vector x p una combinación lineal 
de los vectores x' 9 y S p . es decir. 

para ciertos números a. p. Designemos con aL, y a' P) las coordenadas 
de lo» vectores x' p y x p . respectivamente, en la base s,. ... s„. 

Entonce*. es evidente que 

*» = ***>+pa' p} 

pura lodo / desde 1 hasta n. Luego hallamos 

.... • 

... ••• " a >- *°ui • •• 

• “.z.+l 1 -" ±«w, — »íi 

y lo condición A de <34.-4) queda cumplida. 

Supongamos que permutamos dos vectores cualesquiera del 
sistema Xj, x t , . ... x„. En este caso la función (39.3) cambiará 
de signo, puesto que variará la paridad de cada permutación. Como- 
ya se ha indicado antes, «i es verídica la propiedad de lincalidad 
respecto de cada argumento, la propiedad demostrada equivaldrá 
ni cumplimiento de la condición B de (34.4). 

Y. por fin. examinemos el significado de la función construida 

Sobre el sistema de vectores z,.Pare este sistema, las 

coordenadas o f , tienen la forma 

10 . sin*/. 

a "'\i. *<-/. 

Por consiguiente, entre los sumandos de (39.3) será no nulo sola¬ 
mente el sumando a,|d 1} . . a„ n . La permutación 1, 2.n 

es par, los elementos a xl . a lt .u. % son iguales a uno. por lo 

cual el valor de la función en el sistema orlonormalizado x t . . . 

. . .. s, es Igual a la unidad. 

Asi pues, todas las condiciones (34.4) quedan cumplidas y la 
' ■'••íón (39.3) representa la expresión del volumen orientado dol 
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sisloma de vectores en los términos de las coordenadas. Esta expre¬ 
sión es dnica en virtud de |« unicidad del volumen orientado. 


Ejercicios. 

1. ¿Se l a usado en weacia el carácter ortoooriaalirado del sistema *„ ... 

. . . i„ en la deducción de la fórmula (39 3)? 

2. ¿Qué cambies tendrán lujar en la fórmula (39.3). n en la condición C 
de (34.4) ol volumen onenUdo se considera distinto de uno? 

3. ¿Cómo asearía! fue el uso de la condición B de (34.4) el deducir la fór¬ 
mula (39 3)? 

4. ¿Cambiará la formula (393) su fcnaa, M el volumen orientado ee con¬ 
sidera en un espacio complejo? 


§ 40. Determinantes 

Supongamos que los vectores 
«i. 4|i •••./« del espacio cocí ideo H. están dados por sus coorde¬ 
nadas 

1 1 m (««• «n.O 

un la base (21.7). Dispondremos los números a¡, en forma de una 
tabla .4 del modo siguiente. 



Esta tabla se denomina matris cuadrada de orden n, los números 
a,¡ son elementos de la matriz. Si numeramos Ins filas do una matrix 
consecutivamente do arriba abajo y las columnas, do izquierda 
a derecha, entonces el primer. índice de un demento significa el 
número do la lila en que se halla el elemento, y el soguudo índice, 
número de Ja columna. Con respecto a los elementos a.,. a„, . . . 
.... a„ se dice que ellos forman ia diagonal principal de la matrix A . 

Cualesquiera n 1 números pueden disponerse en forma de una 
matriz cuadrada do orden n. Si los elementos de la fila de una matriz 
se consideran como coordenadas de cierto vector de R n en la ba¬ 
se (21.7). entonces entre todas las matrices cuadradas de orden n 
y los sistemas ordenados de n vectores del espacio R B se establece 
una correspondencia biunivoca. 

En el espacio R„. al igual que en cualquier otro espacio, existe 
un volumen orientado. Será, además, el único. *¡ exigimos que so 
cumpla la condición C de (34.4) en el sistema de vectores (21.7). 
Al tomar en consideración la citada correspondencia biunivoca, 
concluimos que en el conjunto de todas las matrices cuadrados se 
genera una función bien determinada. Teniendo presente (39.3), 
llegamos a la siguiente definición de esta función. 
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Se llama determinante de orden n, correspondiente a la matriz A, 
la suma algebraica de n! términos compuesta de la siguiente roanora. 
Como términos del determinante intervienen toda una serio de 
productos de n elementos de la matriz, uno en cada fila y en cada 
columna. El término se loma con signo mis. si los índicos de las 
columnas de sus elementos forman una permutación par. a condición 
de que los propios elementos están dispuestos en orden creciente 
do los números de las filas; el signo menos se toma en el caso con¬ 
trario. Para designar un determinante usaremos ol símbolo si¬ 
guiente: 



si es preciso indicar la forma explícita de Jos elementos de In matriz. 
Eli cambio, ai esto no es necesario, se usará un símbolo mis sencillo 
del A, donde se indica sólo la designación de la matriz A. Los 
elementos de la matriz del determinante se llamarán también 
elementos del determinante 

El duterininante coincide con el volumen orlenlodo del sistema 
do filos de la motriz. Por esta razón, al investigarlo se pueden utili¬ 
zar iodos los datos conocidos referentes al volumen y al volumen 
orientado. En particular, un determinante e« igual a cero cuando, 
y sólo cuando, las filas de lo matriz son linoalmente dependientes; 
el determinante cambia de signo cuando se intercambian de lugar 
dos filas cualesquiera, etc. Ahora nuestras investigaciones tocarán 
aquellas propiedades del determinante que son difíciles de demostrar 
sin emplear la expresión explícita del determinante en términos 
de los elementos de la matriz 

Llamemos transposición de una matriz la transformación de esta 
última en que las filas se convierten en columnas y las columnas, 
en filas con los mismos número' Una matriz, transpuesta respecto 
a la matriz A, so indica con A'. Suele decirae en este caso que el 
deleiminante 



o det A’ se ha obtenido por transposición del determinante (áO.l). 
Con relación a la transposición, un determinante posee las siguientes 
propiedades de importancia. 

Vn determinante de cualquier matris no varia durante la operación 
de Pii suposición 

En efecto, el determinante de la matriz A está compuesto por 
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los términos dpi tipo 

a x¡i a üi • • • •»/,. (40.2) 

cuyo sigilo se determina por la pandad de la permutación ; t , 

Todos los factores del producto (40.2) en la matriz trans¬ 
puesto A' quedan en distintas filas y distintas columnas, es decir, 
su producto es un término del determinante transpuesto. Designe¬ 
mos los elementos de la matriz A' mediante a,j. Está claro quo 
a\) «= ü/,, por lo cual 

a Wi a »7j • • • a »U ™ fl ii» fl >.s • • * a i „•• (40.3) 

Ordenemos los elementos del segundo miembro de (40.3) según 
el orden de crecimiento de los números de filas. En este caso In 
permutación de los índice.» de columnas tendrá la miaran paridad 

que In permutación ¡. .),. Mas. esto significa que el signo 

del término (40.2) en el determinante transpuesto será el misino que 
en el determinante inicial. Por consiguiente, ambos determinantes 
se componen do unos mismos términos de signos iguales, es decir, 
ellos coinciden 

De la propiedad demostrada proviene que en un determinante 
las filas y columnas se encuentran en las misma» condiciones. Por 
esto, toda.» las propiedades demostradas anteriormente respecto a las 
filas serun justa» también, para las columnas 

Considoremo» uii determinante d de orden n. Elijamos arbitra¬ 
riamente en su matriz k filas y k columnas. Los elementos que se 
hallan en la intersección de las filas y columnas elegidas forman 
una matriz de orden k. El determinante de esta matriz se denomina 
menor de orden k del determinante d. El menor dispuesto en las 
primeras k columna» y las primeras k fila» se llama menor principal 
o menor angular 

Supongamos ahora que en el determinante d de orden n se lin 
elegido un menor M de orden *. Si suprimimos aquellas filas y colum¬ 
nas en cuyas intersecciones se halla el menor Af, quedará el menor 
N de orden n-Ar. Este se llamará menor complementario de M. 
En cainbiQ. si suprimimos las filas y columnas en las cuales se 
ubican los oleraentos del menor .V. quedará, evidentemente, el 
menor M. De este modo, se puede hablar de un par de menores 
reciprocamente complementarios 

Si el menor M de orden k se halla en la» filas de número? i„ . 
• • •. (k y *o las columnas de números . . .. entonces ol 
número 
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se llamará complemento algebraico del menor M. 

teorema 40.i. (teorema de' La place). Supongamos que en el deter¬ 
minante d de orden n se han elegido arbitrariamente k filas (columnas), 
donde 1 < * < n — 1. Entonces, la suma de los productos de todos 
los menores de k-ésimo orden, contenidos en las filas (columnas) elegidas, 
por sus complementos algebraicos es igual al determinante d. 

DEMOSTRACION. Consideremos las columnas de la matriz del 

determinante d como vectores x„ x,.x„ del espacio R„. 

La suma do los productos de todos los menores do Ar-ésimo orden, 
contenidos en las filas elegidas, por sus complementos algebraicos 
puode considerarse como cierta función F (x,. -x t . z n ), depen¬ 
diente de los vectores x x . x,.x,. 

Esta función es, a ciencia cierta, lineal respecto de todo argu¬ 
mento. ya que la propiedad dada la.poseen Unto los menores como 
los complementos algebraicos. Dicha función es igual a uno en el 
aislmna orlo normalizado (21.7). de lo que es fácil convencerse por 
comprobación inmediata. Si demostramos que F (x„ x„ . . x„) 

cambia de signo, al cambiar de lugar dos vectores cualesquiera, la 
función coincidirá con el volumen orienUdo del sistema de vectores 
*i. *% . x n . Pero el volumen orientado coincide con el deter¬ 

minante de la matriz en la que las coordenadas de los vectores están 
dispuestas en las filas. Puesto que #1 determinante do la matriz 
coincide con el de la matriz transpuesta, la demostración del teorema 
de La place se dará por terminado. 

Evidentemente, sólo es necesario considerar un caso en que 
conmutan dos vectores contiguos, pues la permutación de cuales¬ 
quiera dos vectores siempre se reducá a un número impar de permu¬ 
taciones de vectores contiguos. La demostración de esta afirmación 
se ha aducido en el párrafo 38. 

Supongamos que conmutan los vectores x, y z Ul . Establezcamos 
una correspondencia biunivoca entre los menores en las filas elegi¬ 
das del determinante inicial y del determinante con las columnas 
porraotadas. Designemos mediante u la totalidad de los números 
de las columnas que definen el menor. Son posibles.los siguientes 
casos 

1) i, t + i € •. 

2) I. t + i¿*. 

3) «€«. * + !€•. 

4) í + lGw. l €«• 


En los casos 1,2 a todo menor le pondremos en correspondencia 
otro menor, dispuesto en las columnas con la totalidad de núme¬ 
ros o>; en los casos 3, 4. un menor, dispuesto en las columnas con 
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la totalidad de números obtenida de 10 mediante la sustitución de i 
por t + 1 e t + 1 por i, respectivamente. 

Hemos de notar que en todos los casos los menores correspon¬ 
dientes se determinan mediante una misma totalidad de elementos. 
Mas aún, en los casos 2—4 los menores coinciden y en el caso 1, 
sólo difieren en el signo, puesto que en uno de ellos están permuta¬ 
das, respecto del otro, dos columnas. En virtud'de las razones aná¬ 
logas, en el caso 2 los menores complementarios correspondientes 
so diferencian en el signo, siendo coincidentes en los casos restantes. 
Los complementos algebraicos se diferencian de los menores comple¬ 
mentarios sólo en el signo, determinado por la paridad do la suma 
de los números de las filas y columnas en las cuales se encuentra 
el menor. En los casos 1, 2 estos números de los menores correspon¬ 
dientes son idénticos y en los casos 3. 4 difieren en unidad. 

Comparando ahora los sumandos correspondientes de la función 

F (*i. *t .*■) y de una función obtenida por permutación 

de los vectores x, y x,.,. observamos que difieren sólo en el signo. 
Por consiguiente, en In permutación de dos vectores contiguos In 

función F (x,. x,.x,) cambia de signo. 

F.l teorema demostrado * emplea con frecuencia cuando so 
elige sólo una fila o bien una columna. El determinante de uno 
matriz de orden t coincide con su único elemento. Por ello, el menor 
dispuesto en la intersección de la i-taima fila y la /-taima columna 
equivale al elemento a,,. Designemos medíanlo A„ el complemento 
algebraico del elemento a„. De acuerdo con el teorema de I aplace, 
para lodo i se tiene 

a„>l„ + a lt A i x + . . . + a,„A M — d. (40.5) 

Esta fórmula se llama desarrollo del determinante por la l-Hlma fila. 
Análogamente, para todo / 

•hi¿u + a u^n + • • • + ■ d, (40.6) 

lo que nos proporciona el desarrollo del determinante por la /-taimo 
columna. 

En el desarrollo (40.5) sustituyamos los elementos de la i-taima 
fila por una totalidad de los n números arbitrarios b t . b t , . . b n . 
La expresión 

+ ¿a^u + • • • + b m A ln 
representa el desarrollo del determinante 



(40.7) 
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por la t-ésima fila. Este último se obtiene del determinante d susti¬ 
tuyendo la í-ósiraa (ila por una fila de los números b x , b t , . . ., b n . 
Tomemos ahora, a título de dichos números, los elcmontos de la 
fc-ésima fila del determinante d para k ^ í. El determinante co¬ 
rrespondiente (40.7) es igual a cero, ya que tiene dos filas idénticas. 
Por consiguiente, 

«ai^u + *k*4ft + • • • + «*»■» 0, * s 6 í- (40.8) 

Por analogía, 

«* 1 *^ 1 / + *ikA t i + ... -r o.» A n , «0, k fk /. (40.9) 

Aai pues, la 9uma de los productos de todos loa elementos de 
cualquier fila (columna) de un determinante por los complementos 
algebraicos do los elementos correspondientes de otra fila (columna) 
del mismo determinante es igual a cero. 

Observemos, como contusión, que toda la teoría de los determi¬ 
nantes es aplicable, sin cambio alguno, al caso d« las matrices 
complejas. Lo único que se pierde es la claridad rolacionuda con o) 
concepto de volumen. 


Ejercicios. 

1. Escribana* la* exDteetooea ó* lo* determinantes d* lo» úrdme* segundo 
y tortero an término* d* foa «toncóla» de le» ma trice» Cora páren» con la sx pre¬ 
sión (34 6). 

2. Escríbanse la desigualdad d* liadaraard para el determinante de la» 
matrices A y A . 

3. Un aotenninaote de a-éaémo orden, iodo» loe elemento» d*l cual son 
Iguale» en módulo a le unidad, equivale a a"/*. Dfmoéstr»* que sua Illa* (colum¬ 
nas) foruian una base «urógenaI 

4. ¿A qué ea Igual un determinan!*, si roa elementos satisfacen las condi¬ 
ciones a ( . - 0 para I > / (I < /. i > /. I < /)? 

5. Los elemootos d* un determinante satislaceo las condición#» a,. - 0 
pora i > * y / < *. Demuéetree* que el determinante ee igual al producto del 
menor principal do orden k por su menor complementario 

6. Supongamos que loe elementos de une mainr compleja A satisfacen la» 
condiciones a.j — ”3/1 pera cualesquiera l. Demuéatres* que el determinante 
de esta matriz es un número real. 


5 41. Dependencia lineal 
y determinantes 

Las más difundidas aplicaciones 
de los determinantes las encontramos en los problemas relacionados 
con la dopendencie lineal Supongamos que en un espacio K n de 
dimensión n vienen dados m vectores x,. x,. . . ., x„ y es necesario 
determinar la baso de estos vectores. Elijamos una base cualquiera 
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en fí n y consideremos una tabla rectangular 



cuyas filas representan las coordenadas de los vectores dados en lo 
base elegida. 

Esta tabla se denomina matriz rectangular. El primer indico 
del olomento a„ significa, como hasta ahora, el número de la lila 
de la matriz on la que se halla dicho elemento, el segundo Índice 
significa el número de la columna. Si ae desea subrayar la cantidad 
de filas y columnas en la matriz A. se escribirá A (m x n) y de la 
matriz A se dirá que es una matriz m X n. La matriz A (n X n) 
hc llamará, como antes, matriz cuadrada de orden n. Conjuntamente 
con la matriz A consideraremos la matriz transpuesta A'. Si las 
dimensiones de A son m X n. las dimensiones de A' serán n x m. 

En una matriz rectangular A (m X n) pueden también indicar.*-* 
diferentes menores cuyo orden no es superior, naturalmente, al 
menor de loa números m. n. Si una matriz tima no sólo elementos 
nulos, el orden superior r de los menores, distintos de cero, se deno¬ 
minará rango do la matriz A. Cualquier menor de rango r distinto 
do coro se llama menor básico-, básicas serán también las filas y las 
columnas on las cuales se oncuentra el menor básico. Está claro 
que puoden haber varios menores básicos. El raogo de la matriz 
nula os igual a caro lo quo so desprendo de la definición. 

Consideraremos que las filas de la matriz A son vectores. Es evi¬ 
dente quo si dclormiuamos la base de estos vectores filas, los vectores 
correspondientes del espacio K n formarán la base de los vectores 
*\' .*"»• 

r ton oí a 414. Cualesquiera filas básicas forman la base de los 
vectores filas de la matriz. 

DEMOSTRACION. Para convencerse de la validez del teorema hace 
falta mostrar que las filas básicas son linoalmente independiente* 
y toda fila de la matriz se expresa linealmente en términos de este 
últimas. 

Si tas filas básicas fueran linealmentc dependientes, entonces 
una de estas filas se expresaría linealmente en términos de las fila- 
básicas restantes. Pero en este caso el menor debe ser igual a cero 
lo que contradice la hipótesis. 

Ahora agreguemos a las filas básicas otra fila cualquiera de la 
matriz A. Entonces, por definición del menor básico, todos los 
menores de orden r + 1 , dispuestos en dichas filas, serán iguales 
a cero. Supongamos que las filas citadas son linealmente indepen 
dientes. Al completarlas hasta obtener una base, habremos construid 
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cierta matriz cuadrada cuyo determinante no debe ser nulo. Pero, 
por otro lado, desarrolando este determinante por r + 1 filas inicia¬ 
les llegamos a la conclusión de que es igual a cero. La contradicción 
obtenida es testimonio de que toda fila de la matriz A se expresa 
linealmente en términos de las filas básicas. 

El teorema demostrado permite reducir el problema de búsqueda 
do la baso do un sistema de vectores a la búsqueda dol menor básico 
de la matriz. Puesto que el determinante de la matriz transpuesta 
coincide con el de la matriz inicial, está claro que el teorema 41.1 
es válido no sólo para las filas, sino también para las columnas. Esto 
.significa que para cualquier matriz rectangular el rango de su siste¬ 
ma de sus vectores filas es igual al rango de su sistema de vectores 
columnas. Lo expuesto no es obrlo. si se tiene en cuenta sólo el concepto 
de rango de un sistema de vectores. 

En un espacio dotado de un producto escalar la dependencia 
o independencia lineal del sistema de vectores x„ x„ . . ., x m 
puede establecerse sin recorrir al desarrollo por la baso. Examinemos 
un determinante 

( i*,.*i)(*,.*,)•••(■'■• *.i \ 

(J,. xj (x,. ij ... (X„ xj | 

*l)(*.. 'l) ••• (*». ».) / 

que so llama determinante de Gram del sistema de vectores x,, x,. . . . 

• • •• r«> 

teorema it.2. Un sistema de vectores es hnealmente dependiente 
cuando, y sólo cuando, su determinante de Gram es Igual a cero, 
demostración. Supongamos que el sistema de vectores x„ x„ . . 

Xm os linealmente dependiente. En este caso existen talca números 
o,, a*. . . a m , no todos iguales a cero, que 

«t*a + + ... + a m x m - 0. 

Al multiplicar esta igualdad escalarmente por x, para todo valor 
de I, concluimos que las columnas del determinante de Gram son 
también linealmente dependientes, en otras palabras, el propio 
determinante es igual a cero 

Supongamos ahora que el determinante de Gram es nulo. Enton¬ 
ces su* columnas son linealmenle dependientes, es decir, existen 

tales números cc„ a,.<x«, no todos iguales a cero, que 

«i fri. Xi) + a, Ifi. x,) + .. - + *« (x„ x„) = 0 
para todo í. Escribamos estas igualdades de la forma siguiente: 
(j’i, *|X, * G,x, + ... + 0^.1 =■ 0. 
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Multiplicándolas término a término por a,, a,.a m y sumán¬ 

dolas. obtenemos 

| o,x, + Ojj, + ... -p o»i B P « 0. 

Esto significa que 

a,x, + afr, + ... -f o,«x. « 0, 

es decir, que los vectores x„ x,.x„ son linealmento depen¬ 

dientes. 

Ejercicios. 

1. ¿Qué rtprmnU en ti una matrix. todo* lo» menor** do 1a cual fon nulo»? 

2. ¿Serán Us Illa* há*lcn* y columnas básicas *t»tema» equivalente» do 
vectores para una matriz cuadrada? 

3. .Cambiarán el raneo de las matrlcee la» transformaciones elnnenialas 
examinadas en el i 1» 

4. Demuéstrase la desigualdad 

06 G(,,. .».)< n («,. «,). 


¿Cuáles son los casos en que se consiguen igualdades? 

S. Es evidente quo 




Demuéstrese que con cualquier apros lo 
una fracción decimal p 


Kión del núraer« /S por medio de 


“(í :>■ 


$ 42. Cálculo de los determinantes 

El cálculo directo de un deter¬ 
minante, durante el cual se usa la expresión cxplicitn de ésto en 
términos de los elementos de la matriz. es de rara aplicación en la 
práctica por ser muy laborioso. Un determinante de orden n se 
compone de ni términos, mientras que para calcular cualquier tér¬ 
mino y sumarlo con los otros es preciso efectuar n operaciones arit¬ 
méticas. Si todos estos cálculos se realizaran con ayuda de uua 
computadora moderna, capai de ejecutar 10* operaciones aritméticas 
por segundo, incluso en este caso, para calcular un determinante 
de orden 100, por ejemplo, tendríamos que esperar el resultado 
durante varios millones de años. 

Uno de los métodos más efectivos para calcular determinantes 
está basado en la siguiente idea. Supongamos que en la matriz A 
existe un elemento a hy distinto de cero. Llamémoslo elemento redor. 
Si a toda i-ésima fila, i ¥> *. agregamos la A-ésima fila multipli¬ 
cada por un número arbitrario o,, el determinante, como se sabe. 
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do variará. Tomemos 



y llevemos a cabo el pro cedí míen lo citado para todo i k. Entonces, 
en la matriz nueva todos los elementos do la p-ésima columna, a excep¬ 
ción del rector, serán iguales a cero. Desarrollando el determinanto 
nuevo por lo p-éíima columna, reduzcamos el cálculo del determi¬ 
nante de n-ésimo orden al cálculo de un solo determinante de orden 
(n — 1). Con cate último procedamos de un modo análogo, etc. 

El algoritmo descrito se llama método do Causs Para calcular 
un determinante de /i-ésimo orden, rigiéndose por este método, 
se requiere cumplir en total alrededor do -| /*• operaciones aritméti¬ 
cas. Do esta manera un determinante de orden 100 puede ser cal¬ 
culado on menos de un srgundo en una máquina computadora quo 
realiza 10* operaciones aritméticas por segundo. 

En conclusión observemos que bajo las condiciones en que las 
operaciones aritméticas se calculan aproximadamente y los datos 
se prefijan también de modo aproximado, los resultados de cálculos 
de los determinantes deben tratarse con cierta cautelá. Si las deduc¬ 
ciones sobre la dependencia o independencia lineal de un sistema 
de vectores se basan sólo en e| hecho de si es o no igual a cero el 
determinante, entonce» en presencia de la inestabilidad de la que 
se ha tratado cu el § 22. las deducciones pueden resultar erróneas. 
Al operar con los dvtermloantes, esto siempre debe tenerse en cuenta. 

Ejercicios. 

1. ¿A qué se debe que loe cálculos de un determinante por el método da 
Gauss son más rápidos que los cálculos directo»’ 

2 . Supongamos aua todos los elementos de un de'.ermiasnte no sobrepasan, 
en módulo, la unidad y que al calcular cada término del mismo se cometo un 
error del orden ». ¿Con qu» n el cálculo directo del determinante tendrá sentido 
desde el punto de vrlstn de iu precisión? 

3. Construyate el algoritmo, basándose en el método de Cause, para calcu¬ 
lar el rango de una matriz rectangular. ¿Qué significa la aplicación de esta 
algoritmo a las condiciones de cálenles aproximados? 
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i 43. Ecuaciones de la linea recia 
y del plano 

El objeto principal de nuestras 
investigaciones inmediatas serio una recta y un plano en los espa¬ 
cios do segmentos dirigidos. Si lijamos cierto sistema de coordenadas, 
las coordenadas de los puntos ubicados eu una linea recta o en un 
pleno ya no pueden ser arbitrarias, sino que ban de satialacer corre¬ 
laciones determinadas. Pasamos ahora a la deducción de dichas 
correlaciones. . , , 

Fijemos eu un plano el sistema rectangular cartesiano de coorde¬ 
nadas Ozg y una recta L. Consideraremos un vector no nulo 

n » (A, fí), «3.1) 

que es perpendicular a L. Evidentemente, todos los demis voctores 
perpendiculares a dicha recta serin colineales a n. 

Elijamos un punto arbitrario Al, (r„ »,) en la lmoa recta. 
Todos los puntos M (z. ») de la recta L, y sólo ellos, poseen la 

propiedad de perpendicularidad do los vectores Al 0 Al y «. es decir, 

(Al,.tl, n)-0. «3.2) 

Puesto que 

«,tl-(r-r„ y-p.). 
entonces, de (43.1), (43.2) se deduce que 

A (x - i.) + B (y - *,) - 0. 

Al introducir la designación 

—Ax, — Bg t = C, 

concluimos que en el sistema dado Ozy las coordenadas de los puntos 
de la recta L, y sólo ellas, satisíacen la ecuación 

Az + B) -t- C •= 0. «3.3) 
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Entro los números A, B hay uno que no es igual a cero. Por 
esto, llamaremos la ecuación (43.3) ecuación de primer grado respecto 
a las variables z, y. 

Demostremos ahora que toda ecuación de primer grado (43.3) 
define una línea recta con relación al sistema fijado de coordenadas 
Oxy. Puesto que la ecuación (43.3) es de primer grado, entonces de 
las constantes A, B aunque una es distinta de cero. Por consiguiente, 
la ecuación (43.3) tiene al menos una solución x B , y B . por ejemplo. 

~ a “~ b ‘ ■ _ 7iTgr . 

siendo en esto caso 

Ax % + fly B + C - 0. 

Al sustraer de la ecuación (43.3) la identidad dada, obtendremos 
la ecuación 

A (x - x B ) -f * (y - y B ) = 0. 

equivalente a la ecuación (43.3). Mea, esto significa que cualquier 
punto M (x. y), cuyas coordenadas satisfacen la ecuación (43.3), 
se halla en una recta que pasa por el punto .V, (x B , y 0 ) y es perpendi¬ 
cular al vector (43.1). 

Así pues, si tenemos un sistema fijado de coordenadas en un 
plano, cualquier ecuación de primar grado define una recta y las 
Coordenadas de loa puntos de cada recta satisfacen una ocuación de 
primor grado. La ecuación (43.3) se denomina ecuación general de la 
línea recta en un plano ; el vector n da (43.1) se llama vector normal 
de la recta. 

Las investigaciones de un plano en un espacio se realitnn sin 
introducir los cambios importantes. Fijemos un sistema rectangular 
cartesiano de coordenadas Oxyt y consideremos el plano n. Tomemos 
de nuevo un vector no nulo 

« “ (A. B, C ). (43.4) 

perpendicular a n. Repitiendo los razonamientos anteriores llegamos 
a la conclusión que todos los puntos M (x, y, z) del plano n. y sólo 
ellos, satisfacen la ecuación 

. Ax + By + Ct + D - 0. (43.5) 

que s« llamará también ecuación de primer grado respecto de las 
variables x. y. i. 

Al examinar nuevamente la ecuación arbitraria de primer gra¬ 
do (43.5), descubriremos que ésta tieno también por lo menos una 
solución x Bt y 0 , * B , por ejemplo, 

. AD BD 

*•“ - A’+B-+¿>. »•“- A’+P + C- ■ 

, „ CP 

** í.fTf ' 
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A continuación establecemos que cualquier punto M (x. y, í), 
cuyas coordenadas satisfacen la ecuación dada (43.5), se dispone 
en un plano que pasa por el punto .«/, (r # . y„ r,) y es perpedicular 
al vector (43.4). 

De este modo, ai se fija un sistema de coorenadas en un espacio, 
toda ecuación de primer grado define un plano y las coordenadas do 
los puntos de cualquier plano satisfacen la ecuación de primer grado. 
La ecuación (43.5) s*> llama ecuación general del plano en el espacio ; 
el vector n de (43.4) se denomina vector normal del plano. 

Veamos ahora cómo se relacionan dos ecuaciones generales que 
definen una misma linea recta o un plano. Para concretar, sean 
dadas dos ecuaciones del plano n 

A x x + B# + C x t 4- Di - 0, 

At* -r B t y + + D, - 0. (43.6) 

Los v acto rea 

n, « (A„ B x , Cg), n, — Un B t , C t ) 
son perpendiculares * un mismo plano n y, por ende, son coliueales. 
Como que son. ademas, no nulos. Misto un número t tal que. por 
ejemplo. 

i», - ÍH| 

o bien 

A t - U„ B x - tB t , C x - lC t . (43.7) 
Multiplicando la segunda ecuación de (43.6) por t y restando d» ella 
la primera, oa virtud de las correlaciones (43.7), obtendremos 
D x - tD v . 

Por consiguiente, loe coeficientes de las ecuaciones generales que delinea 
una misma recia o un plano son proporcionales. 

Una ecuación general se llama completa, si todos sus cocimientos 
son distintos do coro. Una ecuación no completa se llama Incompleta. 
Examinemos la ecuación completa de la recta (43.3). Como todos 
los coeficientes son distintos de cero, la ecuación puede escribirse 
en le siguiente forma: 


—V+-V - 

_ T “7 


I. 


Al designar 


obtendremos una ecuación nueva de la recta 
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Esta ecuación lleva el nombre de ecuación de la recta “en segmentos ”. 
Los números o. b tienen un sentido geométrico muy simple. Ellos 
expresan las magnitudes de los segmentos cortados por la recta on 
los semiejes de coordenadas (fig. 43.1). Por supuesto, la ecuación 
completa de un plano puede reducirse a una 
forma análoga 

f+f+f-'- 

Las diferentes ecuaciones incompletas definen 
ciertos casos particulares de la disposición de 
la recta o del plano. Es útil recordarlas, pues, 
se encuentran con frecuencia. Por ejemplo, 
cuando C ■■ 0, la ecuación (43.3) define la 
recta que pasa por el origen de coordenadas; 
cuando B — C ■■ 0, la recta coincide con el fig. «3.t. 
oje Oy, ote. Cuando A — 0. la ecuación (43.5) 
defino un plano paralólo al ©Je Ox; cuando A - B - D - 0. el 
plano coincida con el plano coordenado Oxy, etc. 

Todo vector no nulo, paralelo a una linea recta, a© llamará vector 
director. Consideremos, por ejemplo, al caso de un espacio y hallemos 
la ecuación de la recta que pasa por un punto dado M 0 (*•• Vt> s «) 
y tiono un vector director dado 

i - (i. ■. «)• 

Evidentemente, el punto M (i. ». i)_m ubici en la recta citado 
cuando, y eólo cuando, loa vectores \t.M y q son collneales, es decir, 
cuando, y sólo cuando, las coordenadas de estos vectores son propor¬ 
cionales, es decir. 




Estas son las ecuaciones buscadas de la recta. Se denominan común- 
monte ecuaciones canónicas de la recta. Está claro que en el caso de la 
recta en un plano la ecuación tendrá la forma; 


*-*t - , 

i m ' 


(43.9) 


si la recta pasa por el punto U 9 (r„ y # ) y tiene un vector director 
q «• (/, m). 

De las ecuaciones canónicas se obtienen con facilidad las ecua¬ 
ciones de la recta que pasa por dos puntos prefijados Af», M t . Con 

este fin es suficiente tomar, como vector director, el vector Ai,, 
expresando sus coordenadas en términos de las coordenadas de los 
puntos M t , Mi y sustituyéndolas en las ecuaciones (43.8), (43.9). 
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Por ejemplo, en el caso de una recia en el plano tendremos la ecuación 
siguiente: 

*i —*% #i—a» ’ 

y en el caso de un espacio: 


*!-*• fl“»« 'I”'» ' 

Observemos que en las ecuaciones canónicas de una recta los 
denominadores pueden resultar ser nulo*. Por esto, toda proporción 
alb ■= cid se outenderá en lo sucesivo como la igualdad ad = be. 
Por consiguiente, la anulación de una de las coordenadas del vector 
director significa Ja reducción a cero del numerador correspondiente 
en las ecuaciones canónicas. 

Con el objeto de representar una recta analíticamente, las coor¬ 
denadas de sus puntos se escriben, a menudo, como funciones de 
cierto parámetro auxiliar t. Tomemos por t cada una de las ratones 
iguales on (43 8) y (43.0). Entonces, en el caso de un espacio tendre¬ 
mos las siguientes ecuaciones para uno recta 
x - x # + U. 

y ■■ y* + mt. (43.10) 


*-*• + «* 

y los ocuariones análogas en el caso de una recta en el plano 
x - i, *• U. 

y - y. + mt. (43.11) 

Las últimas se denominan eruacione * poraméíncat de una recta. 
Asignando al parámetro t diferente* valore*, obtendremos diferentes 
puntos de la recta. 

Grandes posibilidades y comodidades en la inscripción do dife¬ 
rentes ocuaciones do uno recta y de un plano ofrece el uso del con¬ 
cepto do determinante. Deduzcamos, por ejemplo, la ecuación de un 
plano que pasa por tres diferentes puntos no dispuestos en una misma 
recta. Así pues, sean dados tres puntos V, (/,. y,, s,). .W, (x,. y,. z t ) 
Ai, (x„ y„ x,). Como estos punto* no se bailan en una minina 
recta, entonces los vectores 

MtMt-to-Xu y,-y„ *0. AM*a-(**—■*»* Ki—Ki* *j—* i) 

no son colineales. Por esta razón el punto V (i. y. z) se halla en un 
mismo plano con los puntos íf„ .)/„ >/,. cuando, y sólo cuando, 
los vectores .V/j.Vj, M t M t y 


M t M — (x—x„ y—jf|, x—Sil 
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son coplanares, es decir, cuando, y sólo cuando, el determinante 
compuesto de sus coordena das es igual a cero. Por lo tanto, la ecuación 

( z—x x y—y x x-s, \ 

' 2 -'. í .- s . ¡.-=1 I “0 ( 43 . 12 } 

*1— *, V>-»| «l—*,/ 

es la ecuación del plano buscado que pasa por los tres puntos dados. 

Consideremos, por fin, la ecuación de la recta en un espacio la 
cual es perpendicular a dos rectas no paralelas y pasa por un punto 
dado. Supongamos que ambas rectas están dadas por sus ecuaciones 
canónicas 



El vector director q de la recia buscada debe ser perpendicular 
a dos vectores 

0i - (*i. "*»• »i). 0* - (4. m *. "*>• 

Estos vectores no son colineales y, por tanto, a título de q puede 
tomarse, por ejemplo, el producto vectorial Ig,l. Recordando 
Ja expresión de las coordenadas de un producto vectorial en términos 
de lus coordenadas de los factores y. usando para su inscripción los 
determinantes de segundo orden, obtenemos 

-o -e» 

Si la recta buscoda pasa por el punto .W, (x,. y % , x 0 ), las ecuaciones 
canónicas de lo recta serán: 



Naturalmente, desde el punto de vista de principio, muchas 
deducciones respecto a la ecuación de una recta o de un plano quedan 
en vigor, cuando se emplea cualquier sistema afin de coordenadas. 
Nuestro deseo de utilizar los sistemas rectangulares cartesianos de 
coordenadas se debe, en lo principal, a que los razonamientos, en este 
último caso, son más simples. 

Ejercicios. 

1. Escribas* la *cuacióo de la recta «o un plano, que pasa por doa puntos 
dado*, ulilizando el determinante de segundo orden. Comparase con (43.12). 

2. ¿Será lusu la aiirmaclón de que la ecuacióo (43.12) reprasenu siempre 
lo ecuación de un plan»? 
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3. Escribía, por analogía con la» ecuación» (43 10). las ecuación» para- 
métricas do un plano oo un «pació. ¿Cuanto» perímetro* daban contener estas 

4. Hállen* las coordenada» del euclor normal de un plano que pasa por 
tres puntos dados no dispuestos ©o una misma recta 

5. ¿Qué representa ©o sí ©I lugar geométrico da los ponto» en un espacio 
cuyas coordenadas son las solución» de un sistema da do* ecuaciones linéalas 
algebraicas con tres incógnitas? 

§ 44. Disposición conjunta 

Cuando se consideran simultá¬ 
neamente varias rectas y varios planos surgen diferentes problemas 
relacionados, en primer lugar, con la necesidad de determinar su 
disposición mutua. 

Supongamos que en un espacio dos planos que se cortan «wtán 
dados por sus ecuaciones generales 

A,I + 8,* + C,l + O, - 0, 

A¿ + *■ D,~ 0 . 

Estos planos forman dos Intuios odyseontes que rn suma don dos 
rectas. Hallemos uno de ellos. Los vectores n, » (/4,. /#,. C,) 
y n, - (4,. B„ C s ) son normales y. por ende, la determinación 
del ángulo entro los planos se reduce a la determinación del ángulo tp 
entro los vectores n,. n t . Conforme a (25.5) tenemos 


Por analogía completa se deduce la fórmula para bailar el ángulo 
entre dos rectas en un plano, dadas por sus ecuaciones generales 
A t x + B lt + C, - 0. 

Afi + B# + C, - 0 . 

Uno do los ángulos q. formados por dichas rectas, se calcula según 
la fórmula 

4,4.4-A,*, _ 

C0ST " ('l+»li'‘t^!-t-eii ,J 

La condición de paralelismo de unas rectas, dadas por sus ecua¬ 
ciones generales, es la condición de carácter colincal de los vectores 
normales, es decir, la condición de proporcionalidad de sus coorde¬ 
nadas 


La condición de perpendicularidad de las rectas coincide con la 
condición eos <p = 0, o bien, lo que es igual, con la condición 
A,A, 4- BxB, - 0. 
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l»or supuesto, una forma análoga la tiene la condición 

3-=-Í7“-§r 

de paralelismo de los planos y la condición 

A,A t + B l B x + C x C t - 0 

do perpendicularidad de los planos dados también mediante las 
ecuaciones generales. 

Supongamos ahora que dos rectas en un espacio, por ejemplo, estén 
dadas mediante las ecuaciones canónicas 



Puesto que los vectores — (/ f . m t . «,). j, — (/*, m,. n,) son los 
vectores directoros para esta» rectas, concluimos de nuevo que uno 
de los ángulos qj entre las rectas coincidirá con el ángulo entre 
los vectores q lt q t . Por consiguiente, 

Correspondientemente, la proporcionalidad de las coordenadas 

L.i. 

«i '"i *t 

es la condición de paralelismo de las rectas y la igualdad 

Vi + m i m » + “ 0 

es In condición de perpendicularidad de las mismas. 

Esté claro que si las rectas y los pianos vienen dados mediante 
un método en el que se indica de modo explícito el vector director 
o p 1 normal, entonces la determinación del ángulo entro las rectos 
y los planos so reduce siempre a la del ángulo enlre dichos vectores. 
Supongamos, por ejemplo, que en nn espacio se han dado el plano n, 
mediante su ecuación general 

A x + By + Cz + D - 0. 
y la recta L, mediante la ecuación canónica 



Puesto que el ángulo q entre la recta y el plano es complemen¬ 
tario al ángulo í entre el vector director de la recta y el vector ñor- 
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mal del plano (íig. 44.1), entonces 

._ liU+fl«+C«| 

Es evidente la condición 

Ai + Bm T Cn — 0 

de paralelismo entre la recta y el plano y la condición 
ABC 

T = -=-“— 


de perpendicularidad de la recia respecto del plano. 

La forma de ecuaciones generales, mediante la cual re dan uno 
recta y un plano, permite resolver con toda eficacia un importante 

E blema. a saber, ol cálculo de la 
ancia desde un punto hasta la 
recta, o bien deade un punto hasta 
el plano La deducción do las fór» 
muías ea. en ambos casos, entera¬ 
mente análoga y nos limitamos de 
nuevo a la consideración detallada 
de una sola de ellas. 

Supongamos que el plano ji en 
el espacio está dado por su ecua- 
n*. 44.1. ción general (43.5). Tomemos un 

punto arbitrario M 9 (r*. y 0 , s # ). 
Del punto A/ 0 tracemos una perpendicular al plano y designemos 
con V/, (*„ y„ e,) la base de ésta. Está claro que la distancia 
p (A/«, n) del punto M t al plano es igual a la longitud del vec¬ 
tor iV¡Á?,. 

Los vectores n — (A , B, C) y A/,A/, «= (x, — x e , y, — y 0 , 
r, — z*) non perpendiculares al mismo plano, raión por la cual son 



colineales. Por oso. existe un número t tal que A/ # A/, — tn, es 
decir. 


x.-x.-M, 

Vi - y. - ts, 

h - X, - te. 

El punto A/, (x„ y,. 2,) se halla en el plano ji. Al expresar sus 
coordenadas a base de las correlaciones obtenidas y sustituirlas 
en la ecuación del plano, tenemos 
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Pero, la. long itud del vector n es igual a (4* + B 1 + C *)*/* y, por 
ende, | Af 0 il/ x | = 1 1 | (¿4* - 1 - B 1 + C 1 ) 1 ^. Por consiguiente 
P (M* »)■ 

En particular, 

P(0. «) — 




i oí 


ñwl" 


(A»-t-s»+ír*) l/ 

A la par con la ecuación general (43.5) del plano considoraromoa, 
además, las siguientes ecuaciones suyas 

± (A* + + C*)”' ** (Ax + C* + 0) = 0. 


Do los dos signos posibles en el primer miembro olijamos el opuoslo 
al signo de Ü. Si es que D — 0. elijamos un signo cualquiera. Enton¬ 
ces. o| término independiente do esta ecuación será un número no 
positivo — p, mientras que los coeficientes de x, y, x serán cosonos 
do los ángulos entre el vector normal y los eje* do coordenadas. 
La ecuación 

xcosa + pcosfi-fscosY — p — 0 (44.1) 

so llama ecuación normalizada del plano. Es evidento que 
p (A/ 0 . n) - | x, eos a + p, coa p + r, coa y - P I. 
p (0. n) - pj 

La distancia p (A/ f . L) desde el punto M 9 (x c . p«) hasta la 
recta L en el plano, dada mediante su ecuación general (43.3), so 
determina por la fórmula análoga 


P(*e. ¿>- 


! Ai. + BVf + C ! 


La ecuación normaiirada de una linea recta tiene por expresión 
x eos a + y sen a — p = 0. (44.2) 

Aquí, a es el ángulo formado por el vector norraat con el eje Ox. 


EJercieloe. 

1. ¿P.n qué condiciones, impúsolas en las coordanida? do los vectores 
normales. dos rectas en uo plano (tres planos ao un espacio) se intersecan en un 
punto? 

2. ¿Bajo qué coadición la racta (43.8) pertenece aJ plano (43.5)? 

3. ¿Bajo qué condición dos rectas ao uu aspado, dadas mediante ecuaciones 
canónicas, pertenecen a un plano? 

4. Calcúlense los ángulos entre la diagonal de un cutio y las caras de éste. 

5. Dedúzcase la fórmula para calcular la distancia entre un punto y una 
recta en un espacio, dada esta última mediante sus ecuaciones canónicas. 
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§ 45. Plano en el espacio lineal 

Ya hemos subrayado más de una 
ver que una recta y un plano que pasan por el origen de coordenadas 
se identifican en los espacios de los segmentos dirigidos con la ima¬ 
gen geométrica de un subespacio. Pero según sus propiedades, difie¬ 
ren poco de cualesquiera otras rectas y otros planos que se obtienen 
por traslación paralela o por desplaiamiento de estos subespacios. 
Deseando generalizar este hecho para cualesquiera espacios linéalos, 
llegamos al concepto de plano en el espacio lineal. 

Sea L cierto subespacio del espacio lineal K. Fijemos en K un 
vector arbitrario x,. En particular, este vector puedo pertenecer a L. 
El conjunto // da vectores t que se obtienen según la fórmula 

*-x. + p. (45.1) 

donde y os cualquier vector de L. se denomina plano en el espacio 
lineal K. El vector x, se llama iw/or de desplazamiento y el subespa¬ 
cio L, director. En cuanto al plano H. diremos que está formado por 
el desplazamiento del subespacio L al lector x # . 

El concopto formal de un plano incluye en si laa nociones do 
rectas y planos (len la interpretación vectorial!) en los espacios do 
segmentos dirigidos. Pero, jor ahora no sabemos si posee les propio- 
dodos análogas. 

Todo vector del plano II so representa del modo único cu forma 
da la suma (45.1). Si r — x, -f y y i — x, + y', donde y, y' £ L, 
resulta que y m y'. De la fórmula (45.1) ae deduce, además, quo 
la diferencia entre dos vectores cualesquiera del plano // pertenece 
al subespacio L. 

Elijamos en el plano // un vector arbitrario 2 *. Sea 2 9 — x 0 + Fo- 
Representemos la igualdad (45.1) en la forma: 

2 = -4- (p - p 9 ). 

Los conjuntos de vectores y • y — y. describen el mismo subespa¬ 
cio L. La última igualdad significa, por ello, quo el plano H puede 
obtenerse por desplazamiento del subespacio L a todo vector fijado 
del mismo plano. 

El plano H es un conjunto de vectores de K generado por el 
subespacio L y el vector de desplazamiento x 9 , de conformidad 
con (45.1). Una circunstancia de mucha importancia consiste en que 
cualquier plano puede ser generado por un solo subespacio. Suponga¬ 
mos que no os asi. es decir, que existen un subespacio director más 
L', y un vector de desplazamiento x¿. que forman el mismo pla¬ 
no H. En tal caso para todo z £ H tenemos r => x 9 4- y, donde 
y £ L, y al mismo tiempo z z' t 4- p*. donde p' £ De aquí 
so desprende que el subespacio V es un conjunto de vectores de K, 
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definidos mediante la fórmula 

/-(*e-*3+y- 

Como el vector nulo pertenece a L', de la última fórmula se 
infiero que el vector (x, — x'J pertenece a L. Mas, esto significa 
que el subespacío L' se compone de los mismos vectores que el subes¬ 
pacio L. 

Ya hemos indicado que el vector de desplazamiento se define 
mediante un plano y. además de un modo no unívoco. No obstonto, 
en este coso también la cuestión acerca de la univocidad puode resol¬ 
verse de una manera bien natural. 

Convengamos en considerar que en el espacio lineal K so ha 
introducido un producto escalar. Si en lugar del vector x, tomamos 
ort L x 0 . está claro que obtendremos el mismo plano. Por ello, sin 
restringir la generalidad, se puede considerar que x, _L L. El vector 
r 0 en osle caso » llamará vector ortogonal de desplazamiento. Ahora 
podemos demostrar que todo plano es generado sólo por un vector 
do desplazamiento. 

Efectivamente, supongamos que existen dos vectores de despla¬ 
zamiento x¿. x*. que son ortogonales al subaspacio L y generan, sin 
embargo, un mismo plano H. Entonces, para cualquier vector 
y' 6 L deba existir un vector y" £ L tal que x¿ 4 y' — x¡ + y'. 
Do aquí se deduce que x¡ — £ L. Pero, según la hipótesis, x¿ — 
— x! J. L. Por consiguiente, x[ — x¡ - 0. es decir. x¿ - x¡ 

Esto significa, en particular, que en un espacio dotado de un 
producto escalar cualquier plano cuenta sólo con un vector ortogo¬ 
nal ol subespacio director. 

Dos planos se denominan peraUlot. si el subespacio director de 
uno da ellos forma parte del subespacio director del otro. 

Esta afirmación se justifica con facilidad. Cualesquiera dos 
planos paralelos //„ //, o bUn no contienen ningún vector común 
o bien uno de ellos forma parte del otro. Supongamos que //,, //, 
tienen un vector común z,. Puesto que todo plano puede ser obtenido 
por desplazamiento del subespacio director a cualquier vector suyo, 
entonces tanto //, como /é, se obtienen por desplazamiento de los 
subespacios correspondientes al vector*,. Pero uno de los subespacios 
forma porte del otro, por lo cual uno de los planos forma parto 
del otro. 

Un subespacio es un caso particular del plano Es evidente que 
el subespacio L es paralelo a todo plano //. obtenido por desplaza¬ 
miento de I. a cierto vector x,. De la propiedad demostrada para 
los planos paralelos se infiere que H coincide con L cuando, y sólo 
cuando, x, £ L. 

Consideraremos ahora dos planos no paralelos H,. H t . Estos 
o bien no tienen ningún vector común o bien tienen el vector común. 
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En el primer caso los planos H x , H x se llamarán planos que se cruzan 
en el segundo caso llamémoslos planos que se intersecan. 

Al igual que en el caso de subespacios, un conjunto de vectores 
pertenecientes simultáneamente a H, y H t se denominará intersec¬ 
ción de estos planos y se indicará H, fl H x . Supongamos que el 
plano se ha formado por desplaramiento del subespacio y el 
plano H t , por desplazamiento del subespacio L t . Designaremos 

H t , L - L, fl Lv 

TEOREMA «a.1. Si la intersección H contiene el vector s 0 , representa 
en sí un plano formado por desplasamlento de la intersección L a dicho 
vector. 

demostración. Según la hipótesis del teorema, existe un vector z 0 
perteneciente a la intersección //. Supongamos que existe un vector 
más r, 6 /T. Representémoslo en la forma: 

*»-*• + (*i “ *•)• 

Ahora, de la sucesión de correlaciones 

z, ( ft t ; 6 H% — *• 6 £*; 

«i - *. í <■> - «. 6 L 

conluiraos quo todo vector de la intersección // puedo ser represen¬ 
tado como la suma del vector : c y cierto vector de la intersección L. 

Tomemos, luego, un vector arbitrario f de L. Se tiene 

/€£-»/€¿iS /€£.-*■* + /€*.: 

^ + / € Ht -*# + /€ H, 

«s docir, todo vector del subespacio L desplazado al vector z 0 < P°r* 
toñeco a Ir intersección //. El teorema queda demostrado. 

Un plano no ha de ser forzosamente un subespacio. No obstante, 
ee le puedo atribuir una dimensión igual a la del subespacio director. 
Un plano de dimensión nula contiene sólo un vector: el vector do 
desplazamiento. Al determinar la dimensión de la Intersección de 
los planos será útil el teorema 19.1. De los teoremas 19.1. 45.1 
se desprende que la dimensión de la intersección // no es superior 
a la mfnim8 de las dimensiones H v H t . 

Si en un espacio de segmentos dirigidos vienen dados dos (tres) 
vectores, entonces, al imponer ciertas condiciones adicionales, 
podemos construir s$Io un plano de dimensión 1 (2) que contenga 
los vectores dados. Dichas condiciones adicionales pueden enunciarse 
dol modo siguiente. Los dos vectores dados no deben ser coincidentes, 
es decir, no deben pertenecer a un plano de dimensión nula. Los 
tres vectores dados no deben pertenecer a un plano de dimensión uno. 

Hechos análogos tienen lugar en un espacio lineal arbitrarlo. 
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Supongamos que en un «pació lineal están dados los vectores 

¿o, x,. x k . Diremos que estos vectores se encuentran en la 

posición general, si no pertenecen a un plano de dimensión 4—1. 

tpohbma 4SJ Sí los vectores x„ x,. x k se encuentran en la 

posición general, existe un único plano H de dimensión k que los con¬ 
tiene. 

demostración. Examinemos los vectores x, — x 0 , x a — x 0 , ... 

. . x* — x c . Si fueran linealmente dependientes, pertenecerían 
a cierto subespacio de dimensión no superior a 4 — 1. Por consi¬ 
guiente, los propios vectores z*. x,. . . ., x k pertenecerían a un 
plano obtenido por desplazamiento de esto subvapacio al vector x a , 
lo que contradice la liipólests del teorema. 

Así pues, los vectores x, — x # , x t — x # . . . .. x» — x # son 
linenlmeiitH independientes. Indiquemos con L su cápsula lineal. El 
subespncio L tiene una dimensión k. Al desplazarlo al vector x 0 , 
obtendremos cierto plano // de la misma dimensión a la que perte¬ 
necen todo» los vectores dados x,. x t . x k . 

El plano construido // es único. En efecto, .supongamos que los 

vectores x 0 , x,.x, pertenecen a dos planos //,, //,. ambu» do 

ditnonsión k. El plano no cambia, si el vector de desplazamiento 
se sustituye por cualquier otro vector del plano. Por ello, sin rostrin 
ffir la general idad. so puedo considerar que //,. //, so han obtenido 
por desplazamiento respectivo de loa suhcspacio* L x . L t a un mismo 
vector x 0 . Pero en este caso resulta que ambos sube«pncios coinciden, 
puesto que tienen la misma dimensión k y contienen un mismo 
sistema lineal mente independiente x, — r # . x, — x,. . x* — x*. 

Ejercicios. 

1. Sean //,. II, dos plan<>» cualesquiera. Llamemos rama II. + U % dr Un 
plana H.. II, ol conjunto d« todos los vectores det tipo x, + donde *, £ //,. 
i, f II.. Damuéstme que la suma de los planos o un plano. 

2. Sea H un plano, y *«a X un numero. Llamemos producto >JI del pleno II 
por el ndmtm X el conjunto do todoa los vector» dal tipo X*. donde i ( //. De¬ 
muéstrase que esto producto ee un plano 

3. ¿Serí espacio lineal el conjunto de lodo* lo* planos de un mismo espacio 
con las operación» sobra ellos introducida» arriba* 

4. Demuéstrase que los sector» x, *„ . .. x» se encuentran cu la posi¬ 

ción ircner.il cuando, y sólo cuando, los vectoras x, — x,. x, — x*. . . .. x, — 
— x* »on llnealinente independientes 

S- Demuéstrale que un plano de dimensión k que contiene lo* vectores de 
posición general x,j. x,. . , i, k un «ittMpaci» cuando, y Milu cuando, estos 

vectores son Imealmente dependientes 


4 46. Recta e bipcrplann 

En el espacio lineal A' dr dimen¬ 
sión m existen dos clases .le planos que ocupan una posición especial 
Se trata de los planos de dimensión 1 v de los plano» de dimensión 
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m — 1. De acuerdo con la imagen geométrica en los espacios de 
segmentos dirigidos, todo plano de dimensión 1 se llama línea recta. 
Un plano de dimensión m — 1 se llama híperplano. 

Consideremos una recta arbitraria // en el espacio lineal K. 
Designemos mediante x # el vector de desplazamiento y mediante q, 
el vector básico del subespacio director unidimensional. Supongamos 
que estos vectores están dados por sus coordenadas 

*. - («i. .*«). 

« - bi. .».) 

respecto de cierta bar* dpi espacio K. Evidentemente, todo vector z 
do la recta H puede ser dado en la forma: 

a = r, + tq, (40.1) 

donde t ea un número. I’or esto la correlación (46.1) se puede consl 
llorar ecuación vectorial do la recu H en el « nació K. SI el vector s 
tiene en la misma baso las coordenadas 

s - (s,. s,. . . a.), 

entonces, escribiendo la igualdad (48.11 sesún las coordenadas, ob- 
tandromos 

«I — *! + »!«. 

(40.2) 

Al comparar abora estas ecuaciones con (43 10). (43.11). resulta 
natura] denominarlas ecuaciones paramétruat do la recta H Diremos 
que la roela // pava por el vector ** y tiene el vector director <¡. 

De acuerdo con el teorema 45.2. por cualesquiera dos vectores 
no coincidentes y, siempre se puede trazar una recta y, además, 
una sola. Supongamos que en cierta base del espacio K los vectores 
Xq, i/ 0 vienen dados por sus coordenadas 

- ta- **.*->• 

y« - (üi. y*.»«)• 

Como que a titulo de vector director puede tomarse, por ejemplo, 
el vector y a — *#• entonces, de la ecuación (46.2) obtenemos las 
ecuaciones paramétricas 

ii= i i+(íi--'i)'. 

( 46 . 3) 

(P.-v.)t 

de una recta que pasa por los dos vectores dados. 
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Cuando t » 0. estas ecuaciones definen el vector x # ; cuando 
t — 1, el vector y*. Si el espacio K es real, el conjunto de vectores 
dados medíanlo las ecuaciones (46.3) para 0 < t < 1 so llamará 
segmento que uno Jos vectores x«, p # . Por supuesto, esta denominación 
está ligada con la imagen geométrica del conjunto dado en los espa¬ 
cios do segmentos dirigidos. 

Supongamos qne la recta H se corta con cierto plano. En tal 
caso, de acuerdo con el corolario del teorema 45.1, la intersección 
será o bien una recta o bien un vector. Si la intersección resulta 
ser una recta, ésta coincidirá, por supuesto, con la recta H. Pero 
oslo significa que al cortarse una linea recta con un plano, la recta 
o bien so mantiene Integramente en el plano o bien tiene con éste 
sólo un vector común. 

Ln noción de hiperplano tiene sentido en todo espacio linón!, 
sin embargo la emplearemos sólo en los aspados dotados de producto 
escalar. 

Examinemos un hiperplano arbitrario H. Supongamos quo so 
ha formado por despíalamiouto <lel subospacio (m — l)-d¡iuonsio- 
nal L al vector x,. El complemento ortogonal L l sorá. on este caso, 
un «ubespaclo unidimensional. Indiquemos con n cualquiera do sus 
vectores básicos El vector x pertenece al hiperplano // cuando, 
y sólo cuando, el vector s — x 9 pertenezca al subespnclo l. A su 
voi, esta condición se cumple cuando, y sólo cuando, el vpetor 
a — x, sea ortogonal ni vector n. es decir, 

(n. s - x,) - 0. (48.4) 

Do este modo, hemos obtenido una ecuación ln cual so satisface 
por todos los vectores del hipcrplauo //. Con el fin do definir un 
hiperplano en forma de tal ocuación, basta indicar cualquier vec¬ 
tor n, ortogonal al subespacio director, y el vector de «iesplnzaniieii- 
to x„. 

El hocho de que la ecuación tenga una forma oxpliciln permite 
simplificar, en grado considerable, diversas investigaciones. Sean 
dados los vectores n,, a,.n k y x,. x,.x fc . Investigue¬ 
mos un plano R que e« la intersección de Jos hiperplano» 

(«i. »-x,)=0, 

(48.5) 

{***• 

Este problema puede considerarse como resolución del sisloma de 
ecuaciones (46.5) respecto de los vectores z. Supongamos que la 
intersección de los hiperplanos no es vacía, es decir, que el siste¬ 
ma (46.5) tiene por lo menos una solución x # Entonces, como se sabe, 




CAP. i LINEA RECTA Y PLANO EN EL ESPACIO LINEAL 


164 


el plano buscado .«e determino también por el siguiente sistema: 


(«.. s-xj = «. 

(46.6) 

<n„ i-í ^=0 

en virtud de que ningún plano varia, si el vector de desplazamiento 
se sustituye por cualquier otro vector del plano. 

El vector y = s — z* es un vector arbitrario de la intersección L 
do los subespacios directores de lodos los k hiperplauos. Es evidente 
que los vectores y del subespacio /. satisfacen el siguiente sistema: 


ir) -0. 
("i. ir)-0. 


(4li,7) 


(»•.*) ' 0 . 

I.a intersección L, dada en forma del sistema (46.7). permite 
resolver con facilidad la cuestión robre la dimensión de L. Según 
M desprendo del mi«mo sistema, el subes pació L es un complemento 
ortogonal do la cápsula lineal del sistema de vectores n,. n„ . . . 
. . n k . Si r m el rango de dicho 'cuerna, la dimensión de L y, 
por lo tanto, de R suri igual a m — r, donde m es la dimensión del 
espacio. En particular, si los vectores ... n k son lineal 

mente independientes, la dimensión del plano (4H.í>) es m — k 
En este caso se presupone, desde luego, que el plano existe, es decir, 
el sistema ( 46 . 5 ) tiene ul menos una «tinción Con el fin de prefijar 
ol siibespacio /., definido por el sistema (46 7). basta indicar su buso, 
es decir, cualquier sistema de m r vectores lincalmonlc indepen¬ 
dientes, ortogonales a loa vectores n,. n, .. n». 

La ecuación (46.4) dol liipcrplano puedo escribirse también de 
una forma algo diferente. Designemos (n. x m ) «■ 6. entonces la 
ecuación 

(n. x) - 6 (46.8) 

definirá el mismo hiperplano que la ecuación (46 4). Hemos do 
notar que las ecuaciones generales (43.3). (43 5) do una recta y de 
un plano son. en esencia, las mismas ecuaciones Resulta importante 
subrayar que toda ecuación del Upo (46.8) puede ser reducida n| 
Upo (46.4), eligiendo de una manera adecuada el vector i 0 Para 
ello es suficiente, por ep'mplo, tomar x a en la forma: 


x % = a n. 

Al sustituir esta expresión en (46.4) y comparando con (46.8), con¬ 
cluimos que debe verificarse 
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Ahora podemos hacer unn deducción de que si un sistema doJ 
tipo (46.5) define cierto plano, el mismo plano puede ser definido 
también por el sistema del tipo siguiente: 

(«i. *)-».. 

(n¡ ' :| ' 6 " ( 46 . 9 ) 

(*». *)—6» 

con los correspondientes números 6,, 6,.6». Evidentemente, 

será licita también la afirmación inversa. El sistema (46.9) define 
el mismo plano que o] sistema (46.5) con los vectores correspondientes 
x,, j t , . . x*. 

Lo recta y el plano son liiperplanos en los espacios V t y V t , 
respectivamente. Anteriormente se ha establecido la relación que 
existe entre la distancia desde un punto hasta dichos hiperpianos 
y el resultado de la sustitución de la» coordenadas del punto en las 
ecuaciones genorales. Una relación análoga tiene lugar también on 
el caso de un hiperplano arbitrario. 

Sea // un ln'perplano dado mediante la ecuación (4C.1). Como 
hasta ahora, designemos con p (i*. //) la distaneia entre el vector v 
y //. Tomando en consideración la ecuación (46.4), obtenemos quo 
(n, v - x,) - («, v - x # ) — (n. z — x # ) - (n. v - i) 

S ara cualquior vector x de //. De conformidad con la desigualdad 
o Cauchy—Dumakovski 

|(n. «r-* # )|<|«||P-*|. <*«•«<>) 

Por esto 

i-«i> 

SI mostramos que en el hiperplann II existe un vector ;* y. 
además, sólo uno. para el cual ln desigualdad (40.10) se convierte on 
una igualdad, esto ser i indicio de que. en primer lugar. 

p,v. II). («•«) 

y, en segundo lugar, el valor p (r. II) se logra en un solo vector x*. 

Designemos con L el snbespacio director del hi|K-rplano II. 
Está cloro que todo vector, ortogonal a L. será colineal con n. y vico- 
versa. La desigualdad (46.10) se convierte en igualdad cuando, 
y sólo cuando, los vectores n y v — : son colinesle*. es decir, v — z = 
= an para cierto número a Supongamos quo la igualdad se verifica 
para dos vectores Z|. s, de II. es decir. 

v — t x = a,n. 
v — s» ■» turt. 





CAP. 5. LINEA RECTA Y PLANO EN EL ESPACIO LINEAL 


166 


Do aquí se desprende que 

h “ *» = (®* — «i) *• 

Por consiguióme. x, - Ut. Pero t, - s, £ L como la diferencia 
entra dos vectores del hiperplano. Por ello z, — t t ^ 0 ó z. - s,. 

Designemos medíanle s. un vector de // ortogonal a L. Como sé 
sabe, .-no vector existe y os único Escribamos el vector z on forma 
de la suma 

***• + *. 

donde y ( L Representemos el vector i« en la forma 

» - / + *. 

donde / 6 L. * j_ L Ahora 
Si Lacemos *■■«,+/. 

P-l-i-l,. 

El vector A =* « — s c es ortogonal a ¿ y I. fórmula (46.11) queda 
establecida. 

Al mismo tiempo hemos demostrado que lodo vector v dol 
espacio puede ser representado de modo únteo en forma do Ja sumo 

t» - x + h. 

donde el vector i pertenece al hiperplano // y el vector h os orlogona 
el subcspiicio director L. Por analogía con los espacios de segmontos 
dirigidos, ol voclor i en esta descomposición se denomina proyección 
dol vector o sobro el hiperplano H\ h es la perpendicular (razada 
dol vector t» sobre //. El procoso en el que el vector s se obtiene de v 
se llama proyección do v sobre //. Si el hiperplano está dado por la 
ecuación (40.4), el vector n se llama vector nornuil del hiporplano. 
Para loa vectores dados x,yn existo un único hiporplano quo con¬ 
tiene el vector x n y es ortogonal al vector n. 


Ejercicio*. 

1. Derautorwe qua cualquier plano distinto de iodo el espacio puode ser 
dado como una interneción de los hiperplano* (46.9). 

2. Demuéstrese que la sume de hiperplaoo* será un hiperplano cuando. 
y sólo cuando, los biperolaoos samados son paralelos 

3. Demuestro»; que el producto de un hiperplano por un número no nulo 
« un hijwrolano 

¿Luelas son les condiciones de parateli'oio entre una recu y un hiper- 

5. Dedúzcalo la lormula de la distancia euire un vector y una recle dada 
medíame la ccunción (46 1J. 
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§ 47. Semiespaelo 

Con las nociones de recia e hi- 
porplono de un cuerpo está relacionada la noción de los así llamados 
conjuntos convexos. Como que estos conjuntos son de amplio uso 
en las más diversas ramas de la matemática, fijemos nuestra atención 
en la investigación de una parte de ellos. 

Un conjunto de vectores de un espacio lineal real se denomina 
convexo, si junto con cada dos vectores contiene también todo el 
segmento que los une. 

Como conjuntos convexos pueden intervenir, por ejemplo, un 
vector, un segmento, una recta, un subespacio, un plano, un hipor- 
plano y varios más. 

Supongamos que el hiperplano en un espacio real viene dado 
mediante la ecuación 

(n, x) — b - 0. 

Un conjunto de vectores i que satisfacen la desigualdad 

(n, s) — 6 < 0 (47.1) 

ó 

(", s) — 6 > 0. (47.2) 

Se llama tenuespaclo abierto. El acmíeapecio (47.1) m denomina 
negativo y el (47.2). positivo. 

teorema 4T.i. Un semtespacto es un conjunto convexo. 

demostración Tomemos dos vectores x t . y, y designemos 

a», - (n, r.) - b. 0», - (n. p,) - b. 

Si: es un vector cualquiera de una recta que pasa por p 0 . entonces 
x - x, + i (p # - x t ). 

Para 0 < t < 1 obtenemos los vectores del segmento que une x $ , p 0 . 
Tenemos 

(n. x) - b « <t>, (t - í) + <JM. (47.3) 

Si y <!»* tienen signos idéntica*, es decir, si los vectores x 0 , y 0 
pertenecen a un mismo ser»¡espacio, el segundo miembro de la corre¬ 
lación (47.3) será del mismo signo que *t>, y <1*, para lodos los valores 
do t que satisfacen las desigualdades Ü ^ ^ 1. 

Do este modo, todo hiperplano divide el pspacio lineal en tres 
conjuntos convexos disjuntos, a saber, el propio hiperplano y dos 
sem(espacios abiertos. 

Supongamos que los vectores r # , p 0 pertenecen a diferentes so- 
miespacios. es decir. <t>, y tieneu signos opuestos. La transfor¬ 
mación formal do la coirelación (47.3) conduce a la desigualdad 
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siguiente: 

(». _ 7 _¿- #r ). 

De aquí se infiere que una recta que pasa por los vectores x # , q 0 
corta el hiperplano. La intersección se determina por el valor 




que satisface las desigualdades f ^ 1. Asi pues. 

Si dos vectores pertenecen a diferentes sem¡espurios el segmento que 
une dichos vectores corta el hiperplano que define los scmiespacins. 

Teniendo presente la propiedad enunciada, es fácil comprender 
qué representan en sí los semie*pacio> en los espacios de segmentos 
dirigidos. En un plano los extn-rao* de los vectores del semiespncio 
so disponen de un lado do la linea recta; en un espurio, de un lado 
del plano. 

A la par con los *>m¡espacio* abierto* >* consideran, con frecuen¬ 
cia. los cerrados. Se definen como conjuntos de los vectore* * que 
satisfacen la desigualdad 


V. i)-b^O 

(47.1) 

(», i)-b>0. 

(47.5) 


El semirspacio (47.4) se llama no positivo, el (47.5) no negativo 
Por supuesto, los semie*paciov cerrado* son también conjuntos 
convexos. 

TEOREMA *7 1 Una intersección de conjuntos conoceos t* un con¬ 
junto convexo. 

dkmostr acion K* suficiente. evidentemente. examinar el caso 
de dos conjuntos í',, U t . Sea U =*■ l : , fl U, su intersección Tome¬ 
mos cualesquiera dos vectores x % . y, de U y designemos mediante S 
ol segmento que los une. Los vectores x % . u, pertenecen tanto a U¡ 
como a U¡. Por dio. por ser los conjuntos í\. U t convexos, el seg¬ 
mento S pertenece integramente tanto a L\ como a U t , M decir, 
el segmento S pertenece a la intersección V. 

El teorema demostrado es de gran importancia, cuando so estu¬ 
dian los conjuntos convexos. En particular, permite afirmar que un 
conjunto no vacío de vectores z que satisfacen simultáneamente el 
sistema de desigualdades 

("i. =>-/i*0. 

<"z- »)-íi*0. 


(»..«)-».en 
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es convexo. Semejantes sistemas do desigualdades sirven de elemento 
principal en la descripción de muchos problemas referentes a la 
planificación de la producción, al maudo, etc. 


Ejercicios. 

1. Demuéstrese que el conjunto de > «clores i que sausier en la condición 
(i, i)< o. ea cou\«o. 

2. Demuéstrese que si un vector s pertenece el hlperplano (46.8), el vector 
* ■+ n se óbice en un seaitopacio positivo. 

3. Demuestres* que si los hiperplano» wtin dados mediente les ecuaciones 
normadas (44.1). (44.2). el origen de coordenadas se dispone siempre en un 
svmleepucio no positivo. 


§ 48. Sistemas de ecuaciones 
lineales 


Volvamos nuevnmeulo a la in¬ 
vestigación de lo? aislemos de ecuaciones algebraicas linéalos, esta 
ver en rolación con el pioblcma de la intersección do hiperplanos. 

Examinemos un espacio K, real o complejo, de dimensión m. 
Supongamos que en el espacio se ha introducido un producto escalar. 
Elijamos una base ortonormalixada > admitamos que los vectores 

normales n t , n t .n» de loa lnpcrplanos //„ // Jt . . .. //» de 

(46.11) catán dado» mediante sus coordenadas 


»l - <»H. «I!.«>.)• 

a :i> - • • B i.l* Í4H.1) 

«... •>,.) 

respecto de dicha base. Convengamos en considerar que los vectores 

* - (v..«->. 


quo pertenecen a lo intersección de los hipei planos. se detenninan 
también por sus coordenadas en la misma base. 

En el caso de un espacio real, el producto escalar do vectores 
en la base ortonormalixada es igual a la suma de lo* producios do 
coordenadas tomados dos a dos. Por ello, el sistema (46.11). expresado 
en coordenadas, tendrá U forma siguiente 

a.,«i+ «,!=. +... +<w„= h„ 

a : ,:,Oj.ij t h !t ( 48 . 2 ) 

•m*i+«»*+-. •+•»»*« *»• 


En el caso de un espacio complejo obtendremos de nuevo un sistema 
análogo, a excepción de que los coeficientes ante la« incógnitas y los 
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segundón miembros se sustituirán por unos números conjugados 
complejos. 

Así puos, el problema de la intersección de hiperplanos se reduce 
a otro problema en el que se resuelve un sistema de ecuaciones 
algebraicas lineales y qoe ya estudiamos en el párrafo 22. Evidente¬ 
mente. cualquier sistema de ecuaciones de coeficientes complejos 
o reales puede lambián investigar» desde el punto de vista de la 
intersección de unos hiperplanos en el espacio complejo o real P m . 

Una cuestión de importancia es la investigación de un sistema 
de ecuaciones algebraicas lineales relacionada con la compatibilidad 
de áste. Precisamente con esta cuestión está ligada la respuesta a la 
preguuta sobre si es conjunto vacío o no la inlerseccióu do hlperpla- 
nos. Desde luego, para efectuar tal investigación se puede aprovechar 
el método de Gauss. No obstante, este mátodo no es siempre cómodo. 

Al estudiar los sistemas de ecuacione» Algebraicas lineales nos 
vemos obligados a tratar dos matrices. Una de ellas se compone 
do los coeficientes de las incógnitas y se llama matriz del sistema. 
Esta matriz tiene la forma siguiente 



La otra so obtiene de la primera por adición de una columna de loa 
segundos miembro* 



y se denomina matriz ampliada del sistema. Observemos, en parti¬ 
cular, que el rango de la matriz del sistema coincide con el del 
sistema de vectores (48.1). 

teorema ni (de Kronecker —Capelh) Para que un sistema de 
ecuaciones algebraicas lineales sea compatible, es necesario y suficiente 
que el rango de la matriz ampliada del sistema sea igual al rango de la 
matriz del sistema. 

demostración. Haremos uso de las designaciones aceptadas en el 

párrafo 22. Los vectores a,, a, . a m . b representan en sí, salvo 

la disposición, las columnas de las matrice** en consideración. Puesto 
que el rango de la matriz coincide con el del sistema de sus vectores 
columna, entonces para domostrar el teorema basta probar que el 
sistema será compatible cuando, y sólo cuando, el rango del siste¬ 
ma a,. a t , . . .. a m coincide con el del sistema o,, a t , . . a n , b. 
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Supongamos que el sistema (48.2) es compatible. Esto significa 
que la igualdad ( 22 . 1 ) se verifica para cierto surtido de números 

¡i, s,. t m , es decir, el vector 6 es una combinación lineal de 

vectores a x , a,. . ., a„. Mas, de aquí 90 deduco que cualquier 
base del sistema a,. a t , . . a m será, a la vez, la base del sistema 
a,, a . .<x m , b. es decir, los rangos de ambos sistemas coinciden. 

Supongamos ahora quo los rangos de estos sistemas coinciden. 

Elijamos una base cualquiera de a,, a,. a m . Esta será tambión 

la base del sistema a,, a.. a n . b. Por consiguiente, el vector 6 

se ox presa linealraonto en términos de una parto do los vectores 

dol sistema a,, o,.a*. Ya que puede también representarse 

en forma de una combinación lineal de todos los vectores a,, a,, ... 

esto significa la compatibilidad del sistema (48.2). El 
teorema queda demostrado. 

El sistema de ecuaciones algebraicas lineales (48.2) se llama 
no homogéneo, ai no todos los miembros segundos -son nulos. Eu ol 
caso contrario, se llama homogéneo. Todo sistema homogéneo es 
siempre compatible, puosto que una de sus soluciones es x, «■ z, — ... 
... — i m « 0. Un sistoma. obtenido del sistema (48.2) como rosul* 
lado de sustituir todos los segundos miembros por coros, so douomina 
sistema homogéneo reducirlo. Si el sistema (48.2) es compatible, 
cada solución de éste se llamará solución particular. El conjunto 
do todas las soluciones particulares ae denominará solución general 
del sistema. 

Sirviéndonos de la información obtenida antoriormontc, «corea 
do los planos y sistemas (46.G). (46.7), (46.9) que describen la 
intersección de los hiperplanos. podemos hacer toda una serle 
de deducciones referentes a la solución general del sistema do ecua¬ 
ciones algebraicas lineales. A saber. 

Ln solución general de un sistema homogéneo reducido tormo en el 
espacio P m un subespacio de dimensión m - r. donde r es el rango 
de la matriz <lel sistema. Cualquier base de esto subespacio lleva el 
nombre de sistema fundamental de soluciones. 

La solución general de un sistema no homogéneo es un plano en el 
espacio P n , obtenido por desplauimiento de la solución general del 
sistema homogéneo reducido a cualquier solución particular del sistema 
no homogéneo. 

La diferencia entre cualesquiera dos soluciones particulares de un 
sistema no homogéneo es una solución particular del sistema homogéneo 
reducido. 

Entre ¡as soluciones particulares de un sistema no homogéneo hay 
una única solución que es ortogonal a todas las soluciones del sistema 
homogéneo reducido. Esta solución se llama normal. 

Para que un sistema compatible tenga una única solución, es nece¬ 
sario y suficiente que el rango de la matriz del sistema sea igual al 
número Je incógnitas. 
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Para que un sistema homogéneo tenga una solución no nula, es 
necesario y suficiente que el rango de la matriz del sistema sea inferior 
al número de Incógnitas. 

En la investigación realizada de los sistemas de ecuaciones ni 
gehraicas linéalo el concepto de determinante se ha usado sólo 
de manera indirecta, principalmente, por internedio del concepto 
de rango de lo matriz. Sin embargo, en la teoría de los sistemas de 
ecuaciones el determinante desempeña un papel considerablemente 
mayor. 

Supongamos que la matriz de un sistema es cuadrada. Para que el 
rango de la matriz del sistema sea inferior al número de incógnitas, 
es necesario y suficiente que el determinante del sistema sea iguaf 
a cero. Por ellu, 

in sistema homogéneo tiene una solución no nula cuando, y sólo 
cuando, el determinante del sistema n igual a cero. 

Supongamos ahora que el determinante del sistema es distinto 
de cero. Esto es indicio de que el rango de la matriz dol sistema es m. 
El raligo de la matriz ampliada no puede ser inferior a m. Poro 
tampoco puede zer superior a m. puc'lo que no hay menores de orden 
m + 1. Por consiguiente, los rangos de ambas matrices son idénti¬ 
cos. os decir, el sistema en e»le caso es obligatoriamente compnlihle 
Mí» aún. tiene una solución única. De oslo modo. 

Si el determinante de un sistema es distinto de cero, el sistema 
siembre tiene solución y esta solución es diuca 

Desde ol punto de vista de la investigación de la intersección 
de hiperplanoa, a oslo hecho so lo puedo atribuir la siguiente 
forma- 

Si los vectores normales de unos hiporplanos forman la baso 
do un espacio, la Intersección de dichos hiporplanos no es vhcÍh 
y contieno solo un vector. 

Indiquemos con ti ol determinante do un sistema y con d,, un 
determinante que se distingue do d sólo en quo la /-ésimn columna 
en este último so ha sustituido por la columna do los segundos miem¬ 
bros ó,. b t . b En esto caso la única solución dol aísleme 

puede calcularse según las fórmulas 

/-*■ L (48.3) 

En efecto, designemos mediante el complemento algebraico 
del elemento a„ del determinante del sistema. Desarrollando d, 
por los elementos de la f-é sima columna, obtenemos 
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Sustituyamos ahora las expresiones (48.3) en la fc-ésiraa ecuación 
arbitraria del sistema 

2 4^4 2 “‘i 2 Mu 7 2 2 °*A A u- 

/-I /-I •-1 i—I l-l 

“7 2 2 *i**/ <í ir~7 2 fe « 2 

•-1 y-l l-l ¿-I 

La suma ialerior en la última igualdad es igual, de acuerdo con 
(40.5), (40.8). o bien a do bien a cero, lo que depende do si l — 
— k ó t «fa k. 

De esto modo, las fórmulas (48.3) proporcionan una expresión 
explícita para la solución del sistoma en términos do sus elementos. 
En virtud de la unicidad, no existe ninguiia otra solución. Estas 
fórmulas llevan el nombre de Cramer. 

Desde el punto do vista formal, basándose en loa cálculos de loa 
determinantes, se pueden resolver cualesquiera «.internos de ecuacio¬ 
nes del tipo (48.2). Al principio, calculando vario* menores de la 
matriz del sistema y do la matriz ampliada, comprobamos la compa¬ 
tibilidad del sistema. Supongamos que el sistema resulta ser compa 
tibie y el rango do ambas matrices es igual a r Sin restringir la 
generalidad, so puede considerar que el menor principal de orden r 
de la matriz del sistema es distinto de cero. De acuerdo con el teo¬ 
rema 41.i, las últimas k — r filas de la matriz ampliada son com¬ 
binaciones linéalos do sus r primeras filas l'or consiguiente, ol 
alaterna 


r-nñ 


• * 1|. 


| 

ISi'i*- 
i. 




1 

LjlL' _i«_ 

1 

• ♦ «Ar'r j* *v.r4 l*r+l 

■■ ♦ -w. - K 



os equivalente al sistema (48.2). 

Las incógnitas s,*,. : m se llamarán, como «utos, inde¬ 
pendientes. Al atribuirles cualesquiera valores, se pueden determi¬ 
nar todas las demis incógnitas, resolviendo ol sistema con la matriz 
del menor principal según, por ejemplo. la« fórmulas do Cramer. 

Este método de resolver el sistema poseo cierta valía sólo en las 
investigaciones teóricas. En cuanto al aspecto práctico, resulta 
mocho más vontajoso servirse del método de Gauss. descrito en 
el § 22. 
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Ejercicios. 

1. Demuéstrese que la solución rroml e« un conjunto convexo. 

2. Demuésirwo que entro todos la; soluciouas pertienlares do un aislwna 
no homogéneo la solución normal es do longitud mínima. 

3. Derouéetrose que el sistema fundamental w una totalidad de cualesquiera 
m — i soluciones del sisteme homogéneo reducido, pan las cuales el determi¬ 
nante compuesto .de los valoree de las incógnita» independiente, es distinto 
de cero. 

4. En el | 22 se ha observado que la- peqoeftaa variaciones en las coorde¬ 
nada» pueden conducir a la violación de la dependencia o independencia lineal 
de los vectores. ¿Qué deducciones pueden hacerse de eate bocho con relación 
a loa problemas referente» a la Intenceción de hiperpleoos? 



CAPITULO 6 LÍMITE EN EL ESPACIO 
LINEAL 


§ 49. Espacio métrico 

Uno do los conceptos fundamen¬ 
tales del análisis matemático lo constituye e) concepto do limito. 
Esté basado eu que para los puntos de un eje numérico m> lia definido 
la noción de "cercanía" o. con más precisión, de distancia entro los 
puntos. 

La comparación do las “cercanías" ae puede introducir también 
en los conjuntos cuya naturaleia es totalmente diferente. En el § 29 
ya hornos definido la distancia entro los vectores de los ospocios 
lineales dotados do producto escalar, doacubriéndoso que lo distancia 
citada poseo las mismas propiedades (29.5) que tiene la distancia 
entre los puntos do un eje numérico. La distancia entro los vectores 
se definía mediante el producto escalar que. a su m, se introducía 
axiomáticamente. 

Parece natural tratar de introducir axiomáticamente la propli» 
distancia, al exigir que se cumplan sin falta las propiedades (29.5). 

Hh de ser notado que muchos hechos fundamentales de lo teoría 
del limite on el análisis matemático no «afán relacionados con el 
hecho quo para los números están definidas unas operaciones alge¬ 
braicas. Por eso empezaremos por la extensión del concepto de distan¬ 
cia a unos conjuntos arbitrarios de elementos que no son forzosa¬ 
mente vectores de un espacio lineal. 

Un conjunto se denomina espacio métrico, si a todo par de sus 
elementos so le ha puesto en correspondencia un número real no 
negativo, llamado distancia, con la particularidad de que se cumplen 
los ox¡omas siguientes: 

1) p (*. y) - p (y. *)• , 4 

2) p (x. y) > 0. si xn* ir. p (r. y) - 0. si x - y. 

3) P (*• ^Xplr.iÍTpii,») 

para cualesquiera elementos x. y. «. Estos axiomas so ilaman axio¬ 
mas de la métrica-, el primero de ellos se denomina axioma de simetría 
y el tercero, axioma triangular. 

Todo conjunto de elementos en el que se ha definido una relación 
de igualdad puede ser convertido formalmente en un espacio métrico 
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«I poner 


p ('.»>=■ j 


0 , si i ■- t, 

t. si ■'#!'- 


(49.1) 


Es fácil comprobar que todos los axiomas de la métrica están cum¬ 
plidos. 

El vector x 0 del espacio métrico X *o llama límite de la sucesión 

Í r„) de elementos x t , x g . . . r„ . de X. ai la sucesión de 
istnncias p (x«. x,). p (x # , x,). . . p (x # . x„) . . . converge a cero 

En este caso suele escribirse 


X, — X, 

o bien 

liar,-* 

y decirse que la sucesión (x,) so llama convergente en X o simple¬ 
mente convergente. 

Observemos que una misma sucesión de elementos de un misino 
conjunto X puede ser convergente o divergente, según sea la métrica 
introducida en X Supongamos, por ejemplo, que en un espacio 
métrico X se lia elegido una sucesión convergente (x»}. compuesta 
por unos elementos distintos dos a dos. Cambiemos la métrica en X. 
al introducirla de acuerdo con (49.1) En esto caso la sucesión (*„) 
ya no será convergente. Efectivamente, supongamos que x„ 
es docir. p (x„, x¡) -*0. Con la métrica nueva esto es posible sólo 
en el caso en que todos los elementos de {x„}. a excepción de su 
número linilo, coinciden con x' t . La contradicción obtenida confirma 
la afirmación enunciada. 

Las do* propiedades que siguen son comunes para cualesquiera 
sucesiones convergentes 

Sí una sucesión {x„} converge, ser* convergente y tendrá el 
mismo limite cualquiera de sus subsucesiones. La sucesión puede 
tener no más que un límite 

La primera propiedad es obvia. Supongamos que la sucesión 
(x n ) llene dos limites, x, • En este caso, para cualquier número 
e > 0, tan pequeño como se quiera, se puede elegir un número N 
tal quo 

p(v x.X-j. p(y.. J .) <7 

K ra todo n > N. De aquí, haciendo uso del axioma triangular, 
llamos 

P ('o. ye) < P ('o- **) + P <*.• »•) < «• 

Por ser e arbitrario, esto significa que p (x 0 , y 0 ) » 0, es decir. 
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Se denomina bola S (a, r ) en el espacio métrico X el conjunto 
de todos los elementos i 6 X que satisfacen la condición 

P (o. x) < r. (49.2) 

El elemento a se llama centro de la bola; el número r, radio de la 
bola. Toda bola con el centro en a llamemos entorno •> del elemento a. 
Un conjunto de elementos se denomina limitado, si pertenece integra- 
monto a cierta bola. 

Es fácil ver que el elemento x # es el limite do la sucesión {*„} 
cuando, y sólo cuando, cualquier entorno del elemento x 0 contieno 
todos los elementos de la sucesión que se examina, a partir do 
cierto número. 

En ol ospacío métrico pueden ser introducidos también muchos 
otros conceptos de importancia, con los cuales nos encontramos en 
los conjuntos numéricos. Así por ejemplo, dado el conjunto M iz X, 
el elemento xgX» llamará punto límite de este conjunto, si cual* 
quier entorno del elemeuto x contieno al monos un solo elemento 
del conjunto M que no coinride con x. Un conjunto obtenido por 
agregación a .\f de todos sos puntos límite se denomina adherencia 
del coujunto M y se indica cou fí. El conjunto M se llama cerrado, 
ai M - Á7.. 

Examinemos ios puntos limite de la bola (49.2). Probemos quo 
lodos ellos satisfacen la condición 

P(-. x)<r. (49.3) 

Efectivamente, supongamos que existe por lo menos un punto 
limito x' para la bola (49.2). para el cual p (a, x') > r. Por defini¬ 
ción do punto limite, todo entorno de demento x' debe contcnor al 
menos uu elemento de la bola (49.2) que no sea coiocidento con x\ 
Pero d entorno cuyo radio es O.S (p (a, x') — r) no contieno, o cien¬ 
cia cierta, ninguno de los elementos de tal Indole. De conformidad 
con lo dicho; 

El conjunto S (a, r) de todos los elementos x que satisfacen la 
condición (49.3) se llama bola cerrada. 

Ejercidos. 

1. Demuéstrete que si x„ -* x. ratones» p (*.. *) — p (x, i) para todo 
elemento t. 

2. ¿Será el conjunto de todos loe número» reales un espacio métrico, si para 
los números x, v ponemos 

P (*. f» => are t* | * — * |? 

3. ^Podrá un conjunto compuesto por un número finito de elemento» tenor 
puntos limite? 

•) Se usa también el término «vecindad». (,V. Jet Tr .) 



CAP S LÍMITE EX EL ESPACIO LINEAL 


Í78 


$ 50- Espacio completo 

La sucesión {x„} de elementos 
do un especio métrico se llama fundamental o convergente en sí, si 
para cualquier número c > 0 existe tal número A que p (x„, x m ) < a 
para n, m > ¿V. 

Toda sucesión fundamental es limitada. En efecto, siendo e 
dado, elijamos un número A, de acuerdo con la definición, y tome¬ 
mos un número arbitrario > A. Todos los elementos de la auco- 
sión, a partir de x„. pertenecen, a ciencia cierta, a una bola do 
radio e y centro X*,. Mientras tanto todos los elementos pertenecen 
a una bola cuyos centro y radio, respectivamente, son y el máxi¬ 
mo da los números 

e. P(x,. x«J.. *0- 

Si la sucesión es convergente, será fundamental. Supongamos que la 
sucesión (x,j converge a x a . Entonces para todo c>0 existe A 
tal quo 

p (*•.*•) <4 

para n > A. Do acuerdo con el axioma triangular, 

P (*„. x») < P (*.. x,) + p (x*. x«) < a 

para n, m > A, lo que significa precisamente el carácter fundamen¬ 
tal de la sucesión {x,}. 

Para el conjunto de todos los números reales es cierta también la 
afirmación recíproca. A saber, toda sucesión fundamental es conver¬ 
gente. No obstante, en el caso general esto ya no es cierto, lo que 
se confirma con el ejemplo de un espacio métrico del cual se ha 
eliminado por lo menos un solo ponto límite. 

Un espacio métrico se denomina completo, si toda sucesión funda¬ 
mental en él es convergente. 

En los espacios métricos completos tiene lugar un teorema quo 
es análogo al teorema sobre segmentos encajados para los números 
reales. Sea dada una sucesión de bolas. Llamaremos estas bolas 
encaladas una dentro de ls otra, si toda bola consecutiva está con¬ 
tenida dentro de la anterior. 

teorema 591 Supongamos que en el espacio métrico completo X 
sea dada la sucesión {5 (a„. e,)} de bolas cerradas encafadas una dentro 
de la otra. St la sucesión de radios tiende hacia cero , existe un único 
elemento de X perteneciente a todas estas bolas. 

DEMOSTRACION. Examinemos la sucesión (a„). Puesto que 
3 (a.* p , e*.*.,) <= 3,(a„. e„) para cualquier p > 0 , entonces a„ + p £ 
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€ S (a H , e n ). Por consiguiente. 

P (*>♦*• flj < e.. 

de donde se desprende que le sucesión {a,} es fundamente!. 

El espacio X es completo y. por ende, la sucesión (o*} converge 
a cierto límite a do X. Tomemos una bola cualquiera S (a*, e*). 
A esta bola lo pertenecen lodos los términos do la sucesión {a n }. a par¬ 
tir de a*. En vista de que las bolas son corradas, ol límite de esta 
sucesión también pertenece a 5 (a k , e*). De este modo, a pertenece 
a todas las bolas. 

Admitamos luego que existe otro elemento, b, perteneciente 
también a todas las bolas. De acuerdo con e! axioma triangular 
P («. t>) < P (a, a.) p (a..*6) < 2e*. 

Puesto que e n puede ser tan pequefto como se quiera, esto significa 
qua p (a, b) — 0 . es decir, a — 6 . 

Como ejemplo* más importantes de espacios completos sirven los con¬ 
juntos de números reales y complejos. En este caao se supono que la 
distancia entre los números coincide con el módulo de la diferencia 
entro ello». La completitud del conjunto de números reales se demues¬ 
tra cu el curso del análisis matemático. Mostremos la completitud 
del conjunto de númoros complejos. 

Convengamos en considerar que los números complejos vienen 
dados an forma algebraica. La distancia entre los números 
i — a + 16, v •» c + Id 
se introducirá de conformidad con la regla 

p (s. v) - | s - v I. (50.1) 

donde 

| s - a p - (a - e)' + (b - d)«. (50.2) 

Es evidente que tos axiomas do la métrica están cumplidos. 

Consideremos una sucesión — a» + Ib ■) de números com¬ 
plejos. Supongamos que ca fundamental. Siendo e > 0. hallomos 
tal i\ que para cualesquiera n, m > A' sea 

I I < e. 

De (50.2) se infiere que en este caso 

\a n -a m \<e, \ b u - b m | < e, (50.3) 

es decir, las sucesiones (o») y (6») son también fundamentales. 
Dado que el conjunto do números reales es completo, existen unos 
números a. b para los cuales 


a» —a, 


b k —6. 
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Pasando al limita en las desigualdades (50.3), obtendremos 

I o. — 1 I < e. I h, — b | < e. 


Al designar 


t » a -f <4. 


encontramos que 

pU..«K»T* 

para todo n > .V. Mas, esto significa que la sucesión fundamental 
(x«) es convergente. 

Observemos, a titulo de corolario, que la sucesión {:* = a» 4- 
+ ib») converge al número x — a + Ib cuando, y sólo cuando, las 
sucesiones (a k ) y (6*) convergen a los números a y b, respectiva¬ 
mente. 

El espacio completo de números complejos tiene mucho en común 
con ol espacio de números reales. En particular, toda sucesión aco¬ 
tada do números complejos tiene una subsucesión convergente. Eu 
efecto, sata afirmación «a verídica para toda sucesión acotada de 
uúmeros reales. Luego, es evidente que si es acotada la sucesión 

& —fl* 4- ib*}. lo serán también las sucesiones {«*} y (6*). 

sto que la sucesión (o») es acotada, tiene subsucesión conver¬ 
gente {« V|k ). Consideremos la sucesión (6 %jfc ). Es acotada y por esta 
razón también tiene subsucesión convergente (b, # }. Está claro que 
{n v , ) será convergente. Por consiguiente, la subsucesión (*v A ) 
seré también convergente. 

Por analogía con el espacio real, en el espacio complejo se intro¬ 
duce la noción do sucesión infinita creciente. A saber, la sucesión 
(<»} so denomina Infinita erteltnU, si para un número A, tan grande 
como se quiera, se puede indicar un número :V tal que para lodo 
k > JV se cumple la desigualdad J s* | > A. Es evidente que en toda 
sucesión no acotada siempre puede elegirse una subsucesión infinita 
crccionto. 


Ejercicios. 

1. ¿Será un especio completo el conjunto de todos los números reales, si 
para los números r. ¡ hacemos 

P (*. »» “ •««« I ' — 1 1? 

2. Demuéstrete que todo conjunto cerrado de un espacio completo es por 
si mismo un espacio completo. 

3. ¿Será necesariamente un «pacto completo lodo conjunto cerrado de un 
espacio métrico arbitrario? 

4. Coostrúyase una métrica, para U cual el conjuoto de todos los números 
complejos no sea un «pacto completo. 
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§ 51. Desigualdades auxiliares 

Obtengamos alg-unas desigualda¬ 
des que se emplearán en las investigaciones inmediatas. Tomemos 
un número positivo arbitrario a y examinemos una (unción expo¬ 
nencial y = a* (fig. 51.1). Sean x,. i, 
dos números reales distintos. Tracemos 
una recta por los puntos cuyas coorde¬ 
nadas son (x,. o*«). (x,. o**). Teniendo 
presentes las propiedades de una función 
exponencial, concluimos que con el cam¬ 
bio de argumento en el segmento lx, ( x,l 
todos los puntos de la misma no serán 
superiores a los puntos de la recta cons¬ 
truida. 

Ahora, sea x, — 0 y sea x, — 1. Flg- M.I. 

En este coso la ecuación de la recta 

a examinar será y ■- ox + (1 — x). Por consiguiente, 
a"<ax + (l-x) (51.1) 

para 0 < x < J. 

Llamemos conjugados los números positivos p. q, si satisfacen la 
correlaciór 

7+|-l. (M.2) 

Esté claro que p. q > 1. 

Para cualesquiera números positivos o, b el número a p b^ será 
tambión positivo y se le puede tomsr en calidad de a de (51.1). Si 
so considera que x — *>-*. entonces 1 — x = q~ l . Ahora, de (51.1) 
so deduce la valides de la designaldad siguiente: 

^T+T ( 51 . 3 ) 

para cualesquiera a, b positivos y p. q conjugados. Evidentemente, 
esta desigualdad tiene lugar para todos los números no negativos a, b. 

Consideraremos dos vectores arbitrarios x, y. pertenecientes al 
espacio R„ o C„. Supongamos que estos vectores vienen dados me¬ 
diante sus coordenadas 

* - fe. .*.)• 

> = fe. .».)- 

Demos a conocer I, así llamad, desigualdad de Moldee 



(51.4) 
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liemos de notar que si entre los vectores x, y hay por lo menos 
un vector nulo, la desigualdad de Hólder es. evidentemente, licita. 
Por esto podemos considerar que i ^ 0. y ^ 0. Supongamos que la 
desigualdad se cumple para cualesquiera vectores no nulos x. y. 
En este caso se cumple también para los vectores Lr. py con cuales¬ 
quiera X. p. Por aso es suficiente demostrarla sólo para el caso en que 

(51.5) 

Haciendo ahora « - |í, I. 6 - I V. I en la desigualdad (51.3) 
y sumando aegún fe desde 1 hasta n. obtendremos, tomando en con¬ 
sideración (51.2). (51.5): 

¿ItaMO. 

Esto es precisamente la desigualdad de Holder para el caso (51.5). 

Pasemos ahora a la demostración de la desigualdad de Mlnkowski 
en la que para cualesquiera vectores x, y do R„ o C„ se verifica 

(Sta + »al’) , *<(2 tal')'"+(2 Ifeal')'" (51.6) 

a—t a-t a—i 

para todo p > 1 . 

La desigualdad da Minkovrski es obvia para p — 1, puesto que 
el módulo do una suma da dos números no es superior a la sumu do 
sus módulos. Ademís, se cumple a ciencia cierta, si por lo menos 
uno de los vectores x, y es nulo. Por alio podemos limitarnos al exa¬ 
men del caso on que p > t y x -/= 0 Escribamos la identidad 

<|«| + |ftp-t|‘l + |ft !)•-• I a | + (| o | + | b |)*“ | b |. 

Al poner en ésta a - x*. b - y» y al sumar sogún k desde 1 hasta n, 
obtonemos 

(tal + tal)'- ia*»l + lí.ll’-'lr.l + ¿(Kl + lir.l)—Myil- 

Apliquemos la desigualdad de Hólder a cada una de laa dos 
sumas que figuran en el segundo miembro de esta correlación. Te¬ 
niendo presente que (p — I) q «=* p. obtenemos 

J, (tal-Hn.l)^(¿ (tal + 

x« v tair'+d ií.i') 1 ") 
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Al dividir ambos miembros de la desigualdad por 

(w+ukirt*". 

a—i 

encontramos que 

<i ix,i+i»,i)-) , "«(t K.rr+d 

s-i *-> *-* 

do dondo proviene inmediatamente la desigualdad (51.6). 

Ejercicio». 

t. Dedúzcase la ¿«igualdad de Cauehy-Buniakovrfd a partir da la desi¬ 
gualdad de Hólder. 

Z £a ludiese la desigualdad de Hólder para p -os. 

3. Bitúdina la desigualdad de Miakotski para p—«o. 

§ 52. Especio normalizado 

Al concepto de espacio métrico 
hemos llegado concentrando nuestra atención sólo en una propiodad 
del conjunto, a sabor, en la presencia de una distancia en dicho con¬ 
junto. Do modo análogo, al concentrar nuestra atención en las ope¬ 
raciones en un conjunto, llegamos al concepto de espacio lineal. Ahora 
consideraremos los espacios linéalos provistos de una métrica. 

Evidentemente, si el concepto de distancia no está relacionado 
do tal o cual modo con las operaciones sobre elementos, resulta 
imposible construir una teoría enjundioaa cuyos hechos unan juntos 
los conceptos algebraicos y métricos. Por esta ratón impondremos 
sobre la métrica, introducida en el espacio lineal, unas condiciones 
complementarlas. 

Va nos hemos encoulrado en realidad con los espacios lineales 
métricos. Son. por ejemplo, los espacios euclideo y unitario con una 
métrica (29.4). No obstante, la necesidad en tal mélrlca no surge 
siompre. La introducción de uo producto escolar significa, de hecho, 
que se introduce no sólo la distancia entre los elementos, sino también 
los ángulos eutrw los mismos. Con mayor frecuencia se requiere que 
en el espacio lineal sea dado sólo el concepto aceptable do distancia. 
Los más importantes espacios lineales de este tipo son los asi lla¬ 
mados espacios normalizados. 

Un espacio lineal X. sea real o complejo, se llama normalizado, 
si a todo vector x 6 X se le ha puesto en correspondencia un número 
real I! x I!. llamado norma del vector x. con la particularidad de que 
se consideren cumplidos los siguientes axiomas: 

1) || x || >0. si x=*0. 110 II -0. 

2) ii xx n -1 m n * n. 

3) 11* + *!! 11*11-Mífll 
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para cualesquiera vectores z, y y todo número X. El segando axioma 
lleva el nombre de axioma de homogeneidad absoluta de la norma, 
el tercer axioma se llama axioma de la desigualdad triangular. 

Del axioma de homogeneidad absoluta de la norma proviene 
quo para todo vector x no nulo se puede encontrar un número X tal 
que la norma del vector Xx sea igual a uno. Para ello será suficiente 
tomar X —■ || x II' 1 . Un vector cuya norma es igual a la unidad so 
llamará normalizado. 

De la desigualdad triangular para las normas se desprende una 
correlación muy útil. Tenemos II x || < !| y |l + || x — y || para 
cualesquiera x, y. Por consiguiente, i! x || — || y || < || x y ||, 
Intercambiando x, y de lugares, obtenemos || y II — II í II < 

< »*-» II- «<“ 

n*i-i»n<i«-»a (52i> 

Un espacio normalizad» se convierto con facilidad en un espacio 
métrico, si ponemos 

p(r, y) - II*-y ||. (52.2) 

En afecto, p (x, y) = 0 quiere decir que II * — y J| — 0, lo que de 
acuerdo con el axioma 1, significa x ~ y. La simetría da la distancia 
introducida as obvia. Por fin, la desigualdad triangular para la dis¬ 
tancia es simplemente un corolario de la desigualdad triangular 
para Ja norma. A saber, 

P(*. »>- II* -V II- II (* -*> + <*- V) II < 

< || * - i || + || i - y || - p (z, s) + p (a, y). 

Observemos que 

ll*ll-P<*. *>)• (52.3) 

La métrica (52.2) definida en el aspado lineal posee, además, laa 
siguientes propiedades: 

P (* + *. V + *) - P (*. V) 

paro cualesquiera x. y, t 6 X. es decir, la distancio no varia con el 
desplazamiento de los vectores, y 

p (Xx, Xy) - | X | p (x, y) 

para cualesquiera vectores x, y £ X y todo número X, es decir, la 
distancia es una función absolutamente homogénea. 

Si on el espacio lineal métrico X una métrica, cualquiera que sea, 
satisface estas dos exigencias complementarias, entonces X puede 
considerarse como espacio normalizado, siempre que la norma se 
defina mediante la igualdad (52.3) para todo x ( X. 

Tomando en consideración las correlaciones del § 29, es fácil 
establecer que un espacio lineal provisto de un producto escalar es un 
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espacio normalizado. En este caso por norma del vector conviene 
lomar su longitud. 

Se pueden aducir también otros ejemplos de introducción de la 
norma. Supongamos que en un espacio lineal los vectores vienen 
dados por medio de tus coordenadas respecto de cierta base. Si 
* - fe, ** .*.). ponemos 

ll*ll,-(j i l*»l')'" (52-4) 

donde p > 1. El cumplimiento de los primeros dos axiomas par» 
la norma es obvio, mientras que el cumplimiento del tercer axioma 
so deduce de la desigualdad de Minkowski (51.6). Son do mayor uso> 
los siguientes normas: 

11*11.- S l*,!.JI*lh-(Í l*.l , ) ,/s - 

»—l 

11*11-- máx fo|. (52.5> 

i<*<» 

La segunda de dichas normas se llama, a menudo, norma euclldea 
y se indica con || x || K . 

En adolante *> considerarán sólo espacios normaliiados loa que 
contengan la métrica (52.2). La convergencia do uno sucesión do 
vectores en tal métrica la llamaremos convergencia en norma y la 
acotación de un conjunto de vectores, acotación en norma, etc. 

Ejercicio*. 

I. DemuritrfM que «Ule une jeeaa*ón de vector» cuye» norma» loman 
una sucesión infinita enciente. 

'L Demnéatieae que par» cualesquiera numere* y vacio re- ,, m varitice 
la desigualdad 

3. Demuéstrase que ai *»-•*, *• ». *+ entoocw 

tt *„ I *♦ li * I. + r> — * + t. K*m — **• 

§ 53. Convergencia en norma 

y convergencia coordenada 
Un espacio lineal de dimensión 
finita, real o complejo, además de la convergencia en norma admite 
también la introducción de otro concepto de convergencia. Conside¬ 
remos el espacio X y sea e,. e, .e B su base. Para cualquier suce- 
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sión {x m } de los vectores de X existen los desarrollos 

(53.1) 

Si para oí vector 

(53.2) 

tienen lugar las correlaciones limites 

hmgr-ar (53*3) 

para cualesquiera k — 1 , 2.a, entonces diremos quo tiene 

lugar la convergencia coordinada de la sucesión {x m ) al vector x t . 

La convergencia coordenada es bien natural. Si dos vectores son 
“coreanos", se puede suponer que han da ser “cercanas" tambiáu las 
coordonadas correspondientes on el desarrollo según una misino base. 
Los espacios normalizados de dimensión finita son remarcables por 
ol hecho do que en estos espacios los conceptos de convergencia on 
norma y do convergencia coordenada son equivalentes. 

Es fácil probar que de la convergencia coordenada proviene la 
convergencia en norma. En efecto, supongamos que tienen lugar las 
correlaciones limites (53.3). Haciendo uso de los axiomas de homo¬ 
geneidad absoluta de la norma y de la desigualdad triangular, con¬ 
cluimos a base de (53.3), (53.2) que 

iu.-*.ii-I¿ i «r-smlíÉiir-tn u»,n-o. 

La demostración de la afirmación inversa es considerablemente más 
■compleja. 

lema U.l. Si en un espacio norma libido de dimensión finita la 
sucesión de vectores está acotada en norma, serán acotadas también las 
sucesiones numéricas de todas las coordenadas en el desarrollo de los 
vectores según cualquier base. 

demostración. Supongamos que todo vector de la sucesión 
(x m ) está representado en la forma (53.1). Introduzcamos la desig¬ 
nación 



y demostremos que la sucesión [a m ) está acotada. 

Supóngase quo no es así. Entonces, de dicha sucesión se puede 
•elegir una subsucesión infinita creciente { 0 Bj| }. Pongamos 
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Si 


entonces, desde luego 


para cualesquiera A- >* 


«p 




I, 2, .... n y m p , y concluimos que 

ál«**l-t. (53.4) 

tal 


Las sucesiones (qi pi ) son acotadas, puesto que. do conformidad 
con (53.4), | qi** | < 1. Por consiguiente, se puede eligir tal subsu- 
eesión de vectores (y„) que la subsucesión (q'n») será convergente, 
es decir 

lím n* r *» — «i« 

N-» 


para cierto número q,. En la subsucesión {y Pl ) puedo elegirse, a su 
voz, una subsucesión (y Pl ). para la cual 
lita ni*'*» - q. 

para cierto número q t . En este caso, como hasta ahora, 
lim — 

Continuando este proceso, eligimos en la sucesión [y r ) tal subsuca- 
slón {y*,} que existirán los limites 

límitf-'-q* (53.5) 

ra¬ 
para cualesquiera k — 1, 2, ..n. Da acuerdo con (53.4), 


■ 

V 

»“t 


llat-I 


(53.6) 


Do la convergencia coordenada se desprende la convergencia en 
norma, por lo cual, las correlaciones limito (53,5) signiíican que 
lito ll»,,-Pl|-0, (53.7) 
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El vector y no debe ser nulo en virtud de (53.6). Por otro lado, se 
tiene 

I 

—»• 

P» 

puesto que la sucesión {*« ) está acotada en norma, y la subsu- 

cesión {o -p ) w infinita creciente. Por consiguiente de (53.7) se 
desprende que || y || = 0, es decir, y es un vector nulo. La contra¬ 
dicción obtenida demuestra la validez de la afirmación del lema. 

TEOREMA MI En el especio normalizado de dimensión finita, de 
la convergencia en norma se infiere la convergencia coordenada. 

demostración Sea dada la sucesión de vectores (z m ) que con¬ 
verge en norma al vector x # . Es evidente que basta oxominar el caso 
on que x, - 0 y en la sucesión {s m ) uo haya vectores nulos. Kepru- 
.«enteraos los vectores x m en forma de los desarrollos (53.1). La suce¬ 
sión do vectores 



será acotada en norma y, de acuerdo con el lema 53.1, deben ser 
acotada» las sucesiones de números 


T’-rb 

para cualesquiera * - 1; 2, .. n. Puesto que ||x m ||-*0, esto 
es posible solo en el caso en que -*•() para todo k. Pero esto es 
precisamente testimonio de que tiene lugar la convergencia coorde¬ 
nada do la sucesión (x m ) al vector x 9 . 

La convergencia coordenada se emplea con toda la eficacia en las 
investigaciones teóricas, mientras que la convergencia en normo 
os mucho más cómoda para utilizarla en las aplicaciones prácticas . 
Esto so debe, principalmente, a que en la investigación de los espa¬ 
cios lineales do gran dimensión resulta difícil operar con un elevado 
número de sucesiones coordenadas. Además no siempre se conoce 
aunque sea una sola base. Pero, si incluso sabemos la base, el 
empleo de lo misma nos conduce, en la mayoría de los casos, a cál¬ 
culos voluminosos y no justificados. 


Ejercicio». 

1. Cuando se demuestra la equivalencia de dos tipos do convergencia 
¿será impórtame el requisito de que un espacio sea de dimensión finita? 

2. Demuéstrese que si un conjunto de vectores da un espacio de dimensión 
íiniu está acotado en una norma, estará acotado también en cualquier otra 
normo. 

3. Demuéstrase que si en un «pació de dimensión finita a, — * en uno 
norma, entoncas r, *i eo cualquier otra norma. 
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§ 54. Completitud de los espacios 
normalizados 

Los espacios normalizados do 
dimensión finita representan espacios en los cuales tienen lugar varias 
analogías de las afirmaciones relacionadas con el concepto de límite 
en los conjuntos de números. He aquí algunas de estas analogías. 

lema so. De toda sucesión acotada de vectores de "un espacio nor¬ 
ma litado de dimensión finita se puede elegir una subsucesión conver¬ 
gente en dicho espacio. 

demostración. Sea { x m } una sucesión arbitraria acotada on 
norma. Representemos los vectores x m en forma-do los desarrollos 
(53.1). De acuerdo con el lema 53.1. las sucesiones (U"*'} serán aco¬ 
tadas pora cualesquiera k - 1, 2. n. De un modo semejante 

al usado en la demostración del lema 53.1, elijamos en la sucesión 
{x m } una subsucesión {x„«}. para la cual existen correlaciones 
limites 5** para todo k. De aquí se deduce que la subsucosión 

{x„ n ) converge al vector (53.2). 

El lema demostrado es una analogía did loma de Bolzaoo—Wuior*- 
tra&s quo es conocido en el curso del análisis matemático. El lema 
es de mucha importancia en las investigaciones de cualesquiera espa¬ 
cios normalizados de dimensión finita Ilustrárnoslo demostrando 
algunas nfirmacionea. 

teorema 14.1. Todo espacio normoliiado de dimensión finita es 
completo. 

demostración. Sea {x„} una sucesión fundamental. Está acotada. 
Elijamos en ella una subvucesión convergente (i mñ ) o indiquemos 
con x 0 su límite. Entonces 

H*»—*• XI |+1 í„. —x, ||. 

Tomemos un número arbitrario e > 0. Ya que la sucesión [x m \ 
es fundamontal, existe un número ¿V, tal que l|x„ — x„J|< e/Z 
cuando m. m„ >S t . En vista de que la sucesión (x m „} converge 
a x # , existe un número A', tal que ||x«,. -» x 0 l| < e/2 cuando 
m„ >JV t . Si N es el máximo de los númoros N x , N entonces, 
siendo m > N, 

H *m - *% II < *• 

El número r es arbitrario. Por lo tanto, la sucesión fundamontal 
(x m ) converge en uorma al vector x # . 

lema ju Todo subespacto de dimensión finita X e de un espacio 
normalizado X es un confunto cerrado. 

demostración. Consideremos en el espacio normalizado X un 
subespacio de dimensión finita X t . Supongamos que el vector x $ X 
es un punto límite para X 9 . Esto quiere decir que existe una suce¬ 
sión de vectores de X no coincidentes con x, tal que 
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II x » — x II — 0. La sucesión (x m ) es arelada y, por eude, podemos 
elegir de la misma una subsucesión {x m ^} que, por ser X 0 complelo, 
converge a cierto vector x, £A*,. Ahora tenemos 


II *- x # IKU * -*m p B -f II x„^- x # 11-^0, 
es decir, x = x # . 

LEMA HÍ Sea X un espacio normalizado y sea X, »u subespacio 
de dimensión finita no eotncidente con X. Existe un vector normalizado 
í 6 X, (ai que || x - i, || > 1 para cualquier uector i, 6 X 0 . 

demostración. Como que X, no coincide con X, existe un vector 
z i X t . Puesto que X # es cerrado, tenemos 

inf ||*'-x # ||-d>0. (54.1) 

Por definición de la cota exacta inferior, en X, habrá un vector xi*>, 
para el cual 

1.1 sucesión (a“>) u aeoUda. Elijamos an la misma una aubaucoaión 
(t¡» ) quo converge, en virtud de que X, es completo, a cierto 
vector x t € X,. Para este vector, evidentemente, 

(54.2) 

Hagamos 


' 3 - 


Esti claro que II x || ■ 1. Además, si a, g X,. entoncos, de acuerdo 
con (54.1), tendremos 

puesto que el vector x' + dx % portanece a X,. 

Hemos demostrado al mismo tiempo que la cota inferior (54.1) 
so logro por lo menos en un vector x' t 6 X 0 . En la correlación 
II x — x, || > 1 la igualdad se consigue a ciencia cierta para x 0 — 0. 

Observemos, como conclusión, que el Jema 54.1 que desempeña 
un papel tan importante en los espacios de dimensión finita, no es 
válido en ningún espacio de dimensión infinita. A saber, es válido 
lema ha. Si en cada sucesión acotada de vectores del espacio nor¬ 
malizado X se puede elegir una subsucesión convergente, entonces el 
espacio X es de dimensión finita. 

doíostracion. Supongamos lo contrario. Sea X un espacio de 
dimensión infinita. Elijamos un vector normalizado arbitrario x, 
y designomos con L, su cápsula lineal. De acuerdo con el loma 54.3, 
oxiste un vector normalizado x, tal que l| x t — x, || > 1. Designe¬ 
mos mediante L t la cápsula lineal de los vectores x,. x,. Continuando 
los razonamientos, hallemos la sucesión {x,} de los vectores ñor- 



| 54. LIMITE Y PROCESOS DE CALCULO 


191 


malizados que satisfacen las desigualdades || x, — x* || > 1 paro todo 
k < n. Por consiguiente, de esta sucesión no se puede elegir ninguna 
subsucesión convergente. Esto contradice la hipótesis del lema, por 
lo cual, la suposición acerca de que el espacio X es de dimensión 
infinita era errónea. 


Ejercidos. 

1. Demuéstrese que un pleno en el «apéelo normal nado de dimensión finile 

m un conjunto corredo. , ...... 

2. Demuéstrese que el conjunto do vectores x de un especio de dimensión 
lloite quo satisfacen la condición I s | < o, es un conjunto oerredo. 

3. Demuéstrese que en un conjunto acotado cerrado do vectores do un 

especio d# dimensión finita «xúten uno# vectores en los cueles so logran Unto 
le coto inferior como la superior de loe valorea de cualquier norme. _ _ _ 


que para cualeequiere doe normas |*|f. Jl*ll! • 
i finiu acúlen ules numeres positivos a. 0 qus 


le coto inferior 
4. Derauésti 
especio de dimensión fii 

allxll, < |x Jn <pl!xBt 

pan lodos los vectores x. Loe números a. 0 no depeoden do x. 


i 55. Límite y procesos de edículo 
En un espacio métrico completo 
el concepto do límite es de amplio uso al construir y argumentar 
los inda diversos procesos de cálculo. Consideremos, a titulo de 
ejomplo, uno de los mótodos da 
resolución de los sistemas de ecua¬ 
ciones algebraicos lineales. 

Soa dado un sistema de dos ecua¬ 
ciones con dos incógnitas. Conven¬ 
gamos en considerar que el sistema 
es compatible y tiene una sola solu¬ 
ción. Con el fin do simplificar la 
exposición, supongamos que todos 
los coeficientes son reales. Cada una 
do las ecuaciones 

<*U* + °ts y ■“ /•• Klg. *6.1. 

fl n x -r a tt y - /, 

del sistema define en el plano una recta. El punto M. donde se 
cortan estas rectas, determina la solución del sistema (fig. 55.1). 

Tomemos un punto arbitrario M % que se halla on el plano fuera 
de las rectas mencionadas. Tracemos desdo este punto una perpen¬ 
dicular a cualquiera do las rectas. El pie Af, de la perpendicular 
queda más próximo al punto M qüe al punto M 0 , puesto que uno 
proyección es siempre menor que una oblicua. Tracemos a continua¬ 
ción una perpendicular desde ei punto M t a la otra recta. El pie M t 
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de esta última perpendicular se encontrará aún más próximo a la 
solución. Realizando sucesivamente la proyección, una vea a una 
recta y otra vez. a la otra, obtendremos una sucesión {.V*} de puntos 
en el plano la cual converge al punto M. Merece subrayar que la con¬ 
vergencia de la sucesión construida tiene lugar para cualquier ubi¬ 
cación inicial del punto Af, 

Este ejemplo sugiere cómo ae puede construir el proceso do cál¬ 
culo para resolver un sistema de ecuaciones algebraicas lineales en 
la forma general (48.2). Sustituyamos el problema dado por uno 
oquivalente que consiste en la búsqueda de los vectores de la inter¬ 
sección del sistema de biperplanos (46.9). Supongamos que loa hiper- 
planos conlienon por lo menos un vector común y convengamos en 
considerar, para simplificar, que el espacio lineal es real. 

Elijamos un vector arbitrario y proyectémoslo sobre el primer 
hiporplnno. El vector obtenido lo proyectemos sobro el sogundo 
hiperplano. etc. Este proceso determina cierta sucesión (o,). Investi¬ 
guémosla. 

El elemento principal de un proceso de cálculo consiste en proyec¬ 
tar cierto vector v p sobre un hiperplano definido por la ecuación 
(46.8). Está claro que el vector v p . t satisface esta ecuación y está 
ligado con el vector t> mediante la igualdad 

«V*« - + *» 


para cierto número t. Al sustituir v p ♦, en la ecuación (46.8), hallare¬ 
mos t. De aquí obtenemos que 




»»-<"■ •,) \ 

(a. a) ' 


De esta fórmula se desprende que todo* los vectores de la suco- 
sión (t»p) se disponen en un plano obtenido medíanlo el desplate- 

miento de una cápsula lineal L (ra,. n t . n k ) al vector v 0 . Poro 

todos los vectores pertenecientes a la intersección de los hiperplanos 
(46.9) so ubican on otro plano, obtenido por desplazamiento dol com- 

plomonto ortogonal L- (n la n t .n,). Existo un único vector ¿ 0 

que pertencco a ambos planos. 

Si demostramos que una subsucesión de (i»p). cualquiera que soa, 
converge a cierto vector perteneciente a los hiperplanos (46.9), 
entonces, por sor el plano cerrado, dicha sucesión convergerá precisa¬ 
mente a z«. En este caso al voclor i e convergerá también toda la 
sucesión (y p ). 

Para cualquier r los vectores r, — v,+„ v r +, — v, son ortogo¬ 
nales, por lo cual, do acuerdo con el teorema de Pitágoras, 


P’ (I,. »r) = P* Pr«) + P* («M 
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Sumando 1«5 igualdades obtenidas respecto de r, desdo 0 hasta 
p — 1, hallamos 

(■*(*,. ■'.)-p ! (=«. ■’<J+ 2! p’C'-. Oí..)- 

ra% 

Por consiguiente, 

do dando concluimos que 

P («V *>+.) -0. (55.1) 

Denotemos mediante H, el hiparplano en la r-ésima fila (46.9). 
Está claro quo la distancia del vector v p hasta H, no os suporior a la 
distancia ontro o» y cualquier vector de H,. De acuerdo con la cons¬ 
trucción de {vp), entre cualesquiera k vectores sucesivos suyos hay 
sin falta un vector perteneciente a cualquiera de loa hiperplanos. 
Haciendo uso do la desigualdad triangular y correlación limite 
(55.1), obtenemos 

P K, H r) < P (Vf' Vp+i) + P (*>♦!. Vp+t) + ... 

... + p *»»♦») -*0 (55.2) 

para todo r *» 1, 2. k. 

La sucesión (e # ) es, evidentemente, acotada. Elijamos de ella 
una subsucnsión convergente. Supongamos que la eubsucesióo con¬ 
verge al vector Pasando al límite en (55.2), encontramos que 

p («;. h,) - o 

pora todo r » 1, 2, . . Pero, como ya se ha observado más 
arribo, el vector s debe coincidir con s,. Por consiguiente, la suce¬ 
sión (v p ) converge a V 


Ejercicios. 

1. ¿Se lian usado en su esencia loa conceptos de eompletilud y de carácter 
cerrado en la investigación realizada? 

2. ¿Cómo ae pueden hallar otra» *oIliciones dal sistema, si existen? 

3. ¿Cuál ea el comportamiento del procaao, ai el sistema e» Incompatible? 
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CAPITULO 7 MATRICES Y OPERADORES 
LINEALES 


$ 56. Operadores 

El elemento principal en la crea¬ 
ción do los fundamontos del análisis matemático consiste on lo 
introducción del concepto de función. De acuerdo con la definición, 
pare prefijar una función es precíeo indicar dos conjunto! X, Y 
de números reales y enunciar una regla, según U cual a todo número 
xiX so lo pono en correspondencia el número único p 6 Y. Esta 
regla represunta precisamente una función univoca do la variablo 
real x, definida en el conjunto X. 

Al reahtar la idea general de la dependencia funcional, no es 
totnlmonto obligatorio exigir que X. Y sean unos-conjuntos do núme¬ 
ros reales. Entendiendo por X, Y los mis diversos conjuntos de 
•lamentos, llegamos a la siguiente definición que generaliro ol con¬ 
cepto de función. 

La regla, do acuerdo con la cual a todo elemento x de cierto con¬ 
junto no vacío X se le pone en correspondencia un único demonio y 
del conjunto no vacio Y, se llama operador. El resultado y de la apli¬ 
cación del operador A al elemento x su designa asi: 

y - A (x), y - Ax (56.1) 

y so dice que el operador A acida de X en Y o bien aplica X en Y. 

El conjunto X so llama campo de definición del operador A . El 
elemento y do (56.1) se denomina Imagen del elemento x v el propio x, 
preimagen * del elemento y. La totaliuad T A de todas las imágenes 
se llama campo de valores (o Imagen) del operador A. En el caso cuan¬ 
do cualquier elemento y £ Y tiene preimagon y ósta es la única, la 


• En algunas obras w amplea d termino «imagen reciproca». (A' . M Tr .) 



| M OPEBADORF3 


195 


regla (56.1) so llama bíunívoca. El operador se denomina, además, 
aplicación, trantformactón u operación. 

En lo quo sigue consideraremos, en lo esencial, solamente los 
así llamados operadores lineales. Las peculiaridades distintivas de 
estos últimos consisten en lo siguiente. En primer lugar, el campo 
de definición de un operador lineal es siempre cierto espacio lineal 
o subespacio. En segundo lugar, las propiedades del operador lineal 
están Intimamente relacionadas con las operaciones sobre los vec¬ 
tores do un espacio lineal. Al estudiar los operadores lineales supon¬ 
dremos. generalmente, quo los espacios se dan sobre un campo do 
números reales o complejos. Por operador se entenderá en lo suce¬ 
sivo un operador lineal, siempre que no haya especificaciones especia¬ 
les. En 1a teoría general de operadores loa operadores lineales desem¬ 
peñan un papel de la misma importancia que ana linea recta y un 

C a desempeñan en el análisis matemático. A esto se debe, de 
o, la necesidad en una investigación detallada de ellos. 

Sean dados los espacios lineales X, Y sobre un mismo campo P. 
Consideremos un operador A , cuyo campo de delinlclón constituye 
ol espacio X y el campo de valores ea cierto conjunto de y. El opo- 
rador A se llama lineal, si 

A (au + po) - aAu + Mo (50.2) 

para cualesquiera vectores u, v ( X y cualesquiera números o. p 6 P. 

Nos hemos encontrado, ya más de una ve*, con los operadores 
linoAlcs. Do acuerdo con (9.8). como operador lineal sirve la magni¬ 
tud do un sogmento dirigido. Su campo de definición representa ou 
sí el conjunto do todos los segmentos dirigidos de un eje, el campo 
de valores coincide con el conjunto de todos los números reñios. 
Sogún se deduce de (21.2), una correspondencia isomería entro don 
espacios lineales también será un operador lineal. Fijemos un Mibes- 
pacio L en un espacio lineal provisto de un producto escalar. Obten¬ 
dremos dos operadores lineales, si a todo vector del espacio le asigna¬ 
mos o bien su proyección sobro el subespacio L o bien la perpendicular 
trarnda desde este vector a L. La validez de esta afirmación se des¬ 
prende de (30.5) (30.6). 

Un operador que a todo vector x del espacio X pone en corres- 

E ndcncia el vector nulo del especio Y es, evidentemente, lineal, 
llama operador nulo y *e denota mediante el símbolo 0. Así pues, 

0 - Qr. 

Pondremos en correspondencia a todo vector x £ X el mismo 
vector x. Se obtendrá un operador lineal E que actúa de X en X. 
Este operador se denomina Idéntico a operador unidad. Por defini¬ 
ción. 
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Sea un operador lineal A que actúa del espacio X en el espacio Y. 
Construyamos un operador nuevo B. conforme a la inscripción Bx — 
— — Az. El operador obtenido B es también un operador lineal 
que actúa de X en Y. Se llama operador opuesto al operador A. 

Fijemos, por fin, un número arbitrario aya todo vector r f X 
le pondremos en correspondencia el vector ax 6 X. Un operador cons¬ 
truido de esto modo será, por supuesto. lineal. So llama operador 
escalar. Cuando a «* 0 oblenomos un operador nulo, cuando a ■» 1 
obtenemos un operador idéntico. 

A continuación expondremos el método general para obtener ope¬ 
radores lineales, pero ahora demos a conocer algunas de sus pecu¬ 
liaridades características. Según se deduce de (56.2). la correlación 

tiene lugar para cualesquiera vectores x, y los números a,. Do aquí 
ho deduce, en particular, que todo operador lineal A transforma un 
vector nulo en vector nulo, es decir. 

0 - AO. 

El campo de valores T A del operador lineal A os un tubespaclo 
dol espacio Y. Si « - Au, io - Av, entonce» el vector as + pu> 
será, a cioncia cierta, la imagen dol vector au + Pu para cualesquiera 
númoros a. p. Por consiguiente, el vector as -r pm pertenece ni 
campo do valores del oporador A. La dimensión del subespacio 
1 \ se llama rango del operador y se indica con r Á . 

A la par con T A examinemos un conjunto N A de vectores / (A 
que satisfacen la igualdad 

Ax-0. 

Esto conjunto es también un subespacio y se denomina núcleo del 
oporador A. La dimensión n A del núcleo se denomina defecto del 
operador A. 

E! rango y el defecto no son características independientes dol 
oporador lineal A. Sea un espacio X de dimensión m. Descompongá¬ 
moslo en la suma directa 

X-S A +M A . (56.3) 

donde jY a es el núcleo del operador A y M A . cualquier se hesperio 
complementario. Tomemos un vector arbitrario x 6 X y represente- 
moslo en forma de una suma 

j - x* -f x M . 

donde r, € <V A , x„ 6 .tf A . Si p - Ai. en virtud de la linealidad 
del operador A y de la condición Xr« 0. obtenemos que 
y = Atar- 
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Por consiguiente, todo vector de T A tiene por lo menos una preima¬ 
gen de M Á . 

Esta preimagen en M A es en realidad única. Supongamos que 
para un vector y £ T A tenemos dos preimágenes x'y, x\¡ f M A . Ya 
que M a es un subespacio, entonces x u — xj* 6 M A . Pero en visto 
do que z'yt y z'u son proimágenes de un mismo vector y, so tiene 
z¡í — € W A - Sólo el vector nulo es común para los subespacios 
M A y Na- Por eata ratón x'y — x* = 0, es decir, x'u — x' M . 

Do este modo, el operador A establece una correspondencia blunU 
yuro entre los vectores de loa aubeapacios T A y M A . En virtud de la 
linealidad del operador esta correspondencia es un isomorfismo. Por 
esta ratón, las dimensiones de T A y M A coinciden y son iguales 
a r A . De la descomposición (56.3) se infiera que 

(56.4) 

Hornos do notar que el operador lineal A establece una corres¬ 
pondencia isomorta entre el subcspacio T A y cualquier subespacio 
M a de X, el cual en la suma directa con el núcleo del operador cons¬ 
tituye todo el espacio X. Por esto podemos considerar que todo opo- 
rador lineal A genera toda una familia de otros operadores lineales. 
En primer lugar, se trata del operador nulo definido en el núcleo N A , 
m decir, del operador quo actúa da N A en 0. Fn segundo lugar, esto 
ea un conjunto de operadores lineales que actúan de los mibespaclos 
M a , complementarios al núcleo, en el subespacio T A . Una circuns¬ 
tancia de gran importancia es que cada uno da lo* nuevos operadores 
colucida en su campo da definición con al operador A. Si N A — 0, 
entonces M A -> X y todo el segundo conjunto de operadores coincido 
con el operador A. En cambio, si A' A — X, entonces A es un opera¬ 
dor nulo. Estas cuestiones las anal iteremos nuevamente más ade¬ 
lanto. 


Ejercicios. 

Demuéstrese que los siguientes operadores son lineales. 

1. En un espacio lineal .X viene dada una lase. El operador A asigna a todo 
vactor ifX íu coordenada de número fijado. 

2. En un espacio X provisto de un producto escalar se fija un vector 
El operador A asigna a todo rector * f X el producto escalar {x. xA 

3. Fn un rapado V. se fija un vector r* El operador A asipna a todo vector 
* € v t el producto escalar \*. x,|. 

A. El espacio X eeti formado por unos polinomios de coeficiente* reelc». 
El operador A asigna a todo polioomio ru k-fs Ima derivada Este operador lleva 
el nombre de operador de dllrreneleti^m k-miltlpl*. 

5. En el «spacio de los polinomios dependientes de la variable í el operador 
A asigna a todo polinomio P (l) un polinomio i P (i). 

6. El espacio X está descompuesto en la suma directa de los subespacioa 
a y T. Itopreseotemoj todo vector x f X en forma de una suma x * u + p, 
donde u £ o. v 6 T. El operador A asigna al rector x el vector u Este operador 
lleva el nombre de operador de /^eyerci'a sobre el mbespacio 5 paralelamenro 
al subeepacio T. 
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§ 57. Espacio lineal 

de los operadores 

Fijemos dos espacios linoales 
X. Y sobro un mismo campo P y examinemos ol conjunto u>xr de 
todos los operadores lineales que actúan de X en Y. En el conjunto 
<axr se pueden introducir operaciones de adición de operadores y de 
multiplicación de un operador por los números de P, transformando 
de esto modo Ujr en un espacio lineal. 

Dos operadores A, B, que actúan de X en Y, son igualet, si so 
cumple la igualdad 

Ax — Bj 

para todo vector x 6 X. Es fácil comprobar que la ratón de igualdad 
de los operadores os una razón de equivalencia. La igualdad do loa 
operadores se designa de tal modo: 

A 

El operador C se llama suma de los operadores A, B quo actúan 
de X en Y, si se verifica la igualdad 

Cx - Ax + Bx 

pora todo vector x £ X. La suma de los operadores se Indica 

C-A + B. 

Por definición, so pueden sumar cualesquiera oporadorea que 
actúan de X en Y. Si A. B son unos operadores linoales do (o X y. 
su suma será también un operador lineal de w xr- Par* cualesquiera 
vectores u. t» 6 X y cualesquiera númoros a, p £ P so tiene 
C (au + Po) — A (au + |U>) B (au A- Pe) *■ 

— a/tu -4- pAv 4- a Bu + p Bu ■* 

- a (/lu + Bu) + P (A» + Bv ) - aCu + pCv. 

La operación do adición de los operadqros os una operación alge¬ 
braica. Es. además, asociativa. En efecto, sean A, B, C tres opera¬ 
dores linoales arbitrarios de «xr- Entonces, para todo vector * € X 
se verifican las igualdades 

((A + B) + O x = (A + B) x + Cx - .4x + Bx + Cx ~ 

- Ax + (Bx + Cx)~ Ax + (B+ C)x-(A +(B + C))x 

Pero esto significa que 

(A -f B) -r C = A + (B + O. 

La operación de adición de los operadores es conmutativa. Sí 
A, B son unos operadores cualesquiera de u X t y x os un vector 
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do X, entonces 

(4 + B)z=Ax + Bz = Bi + 4i = (S + 4)í, 
os decir, 

A + B = B + A. 

Ahora es fácil mostrar que el conjunto o> xr con la oporación 
do adición de los operadores introducida es un grupo abeliano. Esto 
conjunto tione por lo menos un elemento nulo, por ejemplo, el ope¬ 
rador nulo. Todo elemento de o»xr lien® por lo monos un elemento 
opuesto, por ejemplo, un operador inverso. Todo lo demás proviene 
del teorema 7.1. . . 

Según so deduce del mismo teorema, la operación de adición de 
los operadores tiene su inversa. Llamémosla sustracción y hagamos 
uso do los símbolos y las propiedades aceptadas. 

El operador C se llama producto del operador A, que actúa de X 
en Y, por el número k del campo P, si se verifica la igualdad 

Cx ~ k-Ax 

para todo vector x € X. Este producto se designa con 

C - kA. 

El producto do un oporador lineal de w X r por « ,n número es tam¬ 
bién un operador lineal de «»xt- En efecto, para cualesquiera vec¬ 
tores u, v y cualesquiera números a. P 6 P tenemos 

C (au + po) - kA (au + po) - k (a Au + p Av) - 

- a (Mu) + P (Mu) - a Cu + pCi>. 

No os difícil convencerse do que en la operación do adición de 
los operadores y on lo de multiplicación do un oporador por un núme¬ 
ro se cumplen todas las propiedades que determinan un espacio 
lineal. Por consiguiente, el conjunto « xr de todos los operadores 
lineales, quo actúan del espacio lineal X on el espacio lineal Y, 
forma un espacio lineal nuevo. De aquí se inforo que desde el punto 
do vista de las operaciones do multiplicación de un operador por un 
número, de adición y sustracción de los operadores, se cumplon todas 
las reglas para las transformaciones equivalentes do las oxprcslones 
algebraicas opcracionalcs. En lo sucesivo dichas reglas ya no során 
un objeto do especificación especial. 

fiemos de uotar que nunca usamos la relación mutua de los espa¬ 
cios lineales X, Y. Pueden ser tanto diferentes como coincidentes. 
El conjunto ujj de los operadores lineales, que actúan del espa¬ 
cio X en el mismo espacio X, será uno de los fundamentales objetos 
de nuestra investigación. Los operadores citados se llamarán ope¬ 
radores lineales en X. 
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Ejercicios. 

1. Demuéstrese que al multiplicar «ib operador por un número do nulo, 
el rungo y el defecto del operador do varían. 

2. Demuéstrese que el rango de la suma de uno» operadores no es superior 
a la suma de rangos de los sumandos. 

3. Demuéetrase que un conjunto de operadores lineales de i»xv. cuyos 
campos da valoras pertenecen a un mimo »ut>rapario, forma de por sí un subes- 
paclo lineal. 

4. Demuéstrase que un sistema de dos operadores no culos de a» x v. cuyos 
campos de valorea soo distintos, es lineal mente independiente. 

5. Demuéstrese qoe nn especio de operadores lineelra que actúan en V„ 
m unidimensional. 


| 58. Anillo dr los operadores 

Consideremos tras espacios linea¬ 
les X, Y, Z sobre un mismo campo P. Sea A un operador que actúa 
de X on Y y sea B un operador que actúa de Y rn Z. 

El operador C que actúa de X en Z *e llama producto del operador 
fí por el operador A, ai se verifica la igualdad 
Cx - B (Ax) 

paro todo vector x £ X. El producto de los operadores B y A so 
designa por 

C - BA. 

El producto do los operadores lineales es también un operador 
linaal. Para cualesquiera vectores u. v £ X y cualesquiera números 
a, p £ P i» tiene 

C (cus + M - B (A (a u 4f to)) ~ B (aAu 4 flAv) - 

- o tí (A») 4 fifi lAv) - aCu 4 pCe». 
La multiplicación de los operadores no es una operación algo* 
braica. dado que el producto no está definido para todo par de opera¬ 
dores. No obstante, siendo factible, la operación de multiplicación 
de los operadores posee unas propiedades bien naturales. A saber: 

1) (AB) C - A ( BC ), 

2) \ (AB) = (Xfl) A - B (M), (58.1) 

3) (A + B) C - AC 4 BC, 

4) A (B + O - AB 4 AC 

para cualesquiera operadores A, B. C y todo número X de P, ai, 
por supuesto, las expresiones correspondientes están definidas. 

La demostración de todas estas propiedades se efectúa de una 
manera igual, ratón por la cual nos limitaremos a estudiar sola¬ 
mente la primera de las propiedades. Sean X. Y, Z. V unos espacios 
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lineales fijados y sean A, B, C cualesquiera operadores lineales, do 
los cuales A actúa de X en Y, B actúa de Y en Z y C, de Z en U. 
Observemos ante todo que en la igualdad 1 están definidos ambos 
operadores, (AB) C y A ( BC ). Para todo vector x £ X tenemos 
«AB) C)x- AB (Cx) - A (B (Cx)), 

(A (BC)) z~ A (BCx) •= A (B (Cx)), 
de donde se deduce la validez de la igualdad 1. 

Consideremos otra vez el conjunto utxx de los operadores linea¬ 
les que actúan en el espacio X. Para cualesquiera dos operadores do 
te * x «o han definido tanto la suma como el producto. Do acuerdo 
con las propiedades 3, 4, ambas operaciones están relacionadas por 
una ley distributiva. Por esto el conjunto un de operadores linea¬ 
les representa en sí un anillo. En lo sucesivo mostraremos quo o! 
noli lo do los operadores es no conmutativo. Desdo luego, por casua¬ 
lidad puedo ocurrir que para algún par de operadores A , B se cumpla 
la correlación AB ~ BA. Estos operadores se llamarán conmutables. 
En particular, un operador idéntico es conmutable con cualquier 
operador. 

En ol anillo de los operadores lineales, al igual quo an lodo otro 
anillo, el producto de cualquier operador por un operador nulo es 
también un operador nulo. La loy distributiva relaciona con lo mul¬ 
tiplicación no sólo la suma de operadores, sino también la diferencia 
entro éstos. Un anillo do los operadores lineales es a la vez un espacio 
lineal, por lo cual, para lo diferencia entre los operadores resulta 
licita Is fórmula 

A - B - A + (-1) B. ' 

La propiedad 2 de (58.1) muestra la relación entre la multiplicación 
de los operadores en un anillo y la multiplicación por un número. 
Desde luego, quedan en vigor también todas las correlaciones quo 
provienen de las propiedades de los espacios lineales. 


Ejercicio». 

1. Denotemos mediante D «I operador da diferenciación y mediante T . el 
operador de multiplicación por r. an un espacio de polinomio* que dependen 
da la variable i. Demuéstrese que DT TD. Hálle** #1 operador DT — TD. 

2. Fijemos cierto operador B dal e»pacio * X x Demuestre» que el conjunto 
do loa operadores A, para loo cuales o A =* 0. loma en u 2 r un subespecio. 

3. Demuéstrese que el raneo de un producto da los operadores no es supe¬ 
rior ai rango do cada uno de los lectores. 

i. Demuéstrese que el defecto de un producto de operadores no es inferior 
al delecto de cada uno de lo» factores. 

5. Demuéstrese que en el anillo dr ojeradore» linea les hay divisores 
do cero. 
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5 59. Grupo de operadores regulares 
Los operadores lineales que actú¬ 
an on el espacio X forman un grupo a bel i ano de adición. Foro enlrt 
tales operadores pueden indicarse unos conjuntos que representa! 
on sí los grupos de multiplicación. Estos grupos están ligados coi 
los llamados operadores regulares. 

Un operador que actúa en un ospacio lineal se llama regular, s. 
su uúcloo consta sólo de un vector nulo. Un operador no regular s< 
llama degenerado. Serán regularos, por ojemplo, el operador Idéntict 
y oi oporador escalar, si no es nulo A veces, con ol operador A, qm 
actúa on el espacio X, se puede ligar cierto operador regular, incluft 
cuando /I sea degenerado. En efecto, sea T Á el campo de valorei 
del operador A y-sen X A su núcleo. Si T A y X A no lionen vectorei 
no nulos comunes, ontonces, de acuerdo con (56.4), lonemos 


Como ya se ha observado, ol operador A engendra un conjunto d< 
otros operadores que actúan de cualquier subeapacio, complemen¬ 
tario al núcleo X A , en el subospacio de valores T A . En el caso con¬ 
siderado ol operador /I ongendra un operador que actúa do T A on T A . 
Este operador será regular, puesto que transforma en coro sólo ol 
vector nulo de T A . 

Los operadores regulares poseen una serie de peculiaridad*. 1 
remarcables. Para los operadoras de oste tipo el defecto es igual a coro, 
por lo cual de la fórmula-(58.4) se infiere que ol rango del oporador 
regular coincide con la dimensión del espacio. Si un oporador 
rogulnr A actúa en el ospacio X. el campo do valores T A coincido con 
X. Do esto modo, todo vector de X es una imagen do cierto vector 
de X. Esta propiedad del operador regalar es equivalente a su dofi- 
nición. 

Una propiedad importante dol operador regular consisto on la 
unicidad do la proimagen de todo vector del espacio. Efectivamente, 
supongamos que para cierto vector y existen dos preimágenes u, o. 
Esto significa que 

Au " y, Av — g. 

Pero en este caso 

A (u - v) - 0. 

Por dofiniciún oe operador regular, el núcleo se compone sólo dol 
vector nulo. Por esto, u — o «= 0. esto os, u = v. La propiedad 
■demostrada es también equivalente a la definición do operador regu¬ 
lar. Esta propiedad ya so ha mencionado, de hecho, en ol § 56. 

Un producto de cualquior número finito de operadoras regulares 
«s también un operador regular. Evidentemente, basta demostrar 
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esta afirmación para dos operadores. Soan .4, B cualesquiera opera¬ 
dores regulares que actúan en el mismo espacio X. Consideremos la 
ecuación 

BAz = 0. (59.1) 
Do acuerdo con )a definición de la multiplicación de operadoras, osta 
ecuación significa que 

B (Ax) - 0. 

El operador B es regular, por lo cual de la última ecuaoión se deduce 
que Ax = 0. Pero 4 es también un operador regular y de aquí pro¬ 
viene que x — 0. Asi pues, la ecuación (59.1) se satisface solamente 
por ol vector nulo, os decir, el operador BA es regular. 

lina suma do oporadoras regularos ya no aeró obligatoriamente 
un oporador regular. Si A es un operador regular, lo será también el 
operador (—1) A. Pero la suma de estos operadores es un operador 
nulo que es degenerado. 

Examinemos el conjunto do operadores regulares que actúan 
en un mismo osp'do lineal. Bn dicho conjunto la multiplicación 
do los operadores es una operación algebraica y, además, asoJatlva. 
Entre los operadores regulares figura también el oporador idéntico E, 
que desempefia oí papol de la unidad. Efectivamente, es fácil com¬ 
probar que para todo operador A que actúa an el espacio X m vorlflca 

AE - EA - A. 

Si probamos que para todo operador regular A oxlsle un oporador 
regular que, siendo multiplicado por A, da un operador idéntico, 
esto será ol testimonio do quo el conjunto de (odos los operadores 
regularos forma un grupo de multiplicación. 

Soa A un operador regular. G>mo so sabe, para todo voctor y $ X 
existo un vector, y sólo uno, x £ X, relacionado con y mediante la 
expresión 

f - Ax. (59.2) 

Por consiguiente, a todo vocior y £ X se puede poner on correspon¬ 
dencia ol único vector rf X. para ol cual y es una imagen suya. 
La correspondencia construida es un cierto operador. Se llama ope¬ 
rador inverso dol operador A y so designa medíanlo el símbolo A~‘. 
Si se vorifica la desigualdad (59.2). entonces 

* « A-'y. (59.3) 

Demostremos quo el operador inverso es lineal y reguU.r. 

El producto está definido para cualesquiera operadores, no sólo 
para los lineales. Por esto, de la definición do operador inverso se 
desprendo que 

(59.4) 


A ~'A ~ A A' 1 = E. 
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Para deuostrar estas igualdades, basta aplicar a ambos miembros 
do (59.2) el operador A~ l y a cada uno de los miembros de (59.3), 
el operador A. 

Tomemos unos vectores cualesquiera u, v £ A' y cualesquiera 
números a, P 6 P y consideremos un vector 

i A -* (au -f pu) - aA -*u — $A ~h. 

Apliquemos ahora a ambos miembros de la igualdad el operador A. 
Tomando en consideración la linealidad del operador A y las corre¬ 
laciones (59.4), concluimos que 4:^0. Puesto que el operador A 
es regular, esto quiere decir i *• 0. Por consiguiente, 

A “ l (au + (Jo) -■* aA “*u 4- p A *'i; t 
es decir, el operador A'* es lineal. 

Es fácil mostrar que el operador A~ l es regular. Para todo voc» 
tor y del núcleo del operador A~ l tenemos 
A“if - O. 

Apliquemos a ambos miembros de esta igualdad el operador A. 
Como A es un operador lineal, entonce» A0 - 0. Teniendo presento# 
las correlaciones (59.4), concluimos que y •* 0. Así pues, el núcleo 
dol operador A’ 1 se compone sólo de un vector nulo, es decir. A 
es el operador regular 

De este modo, el conjunto de operadores regulare» representa en 
ai un grupo de multiplicación Un poco más adelante mostraremos que 
esto grupo ea no conmutativo. 

Con ayuda de los operadores regulares pueden construirse también 
unos grupos conmutativos. Sea A un operador arbitrario que actúa 
en el espacio X. Para cualquier número positivo entero p hallemos 
el /••éaimo grado del operador A mediante la igualdad 


A’-A‘A...A, (59.5) 

donde en el segundo miembro están contenidos p factores. En virtud 
de la asociatividad de la operación de multiplicación, el operador A v 
se define unívocamente. Desde luego, este operador es lineal. 

Paro cualesquiera números positivos y enteros p, r de (59.5) sa 
deduce que 

A 9 A* = A 9 * 1 . (59.6) 

Si so considera, por definición, que 
E 

para todo operador A. entonces la fóimula (59.6) tendré lugar para 
cualesquiera números no negativos y enteros p, r. 

Supongamos que A es un operador regular, entonces para todo r 
no negativo será regular también el operador A'. Por consiguiente. 
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para él existe un operador inverso. De acuerdo con las fórmulas (7.2), 
(59.5). tenemos 


MT‘ - (¿-‘) r -¿ _ M"‘ • • • A-«. (59.7) 

Consideraremos también, por definición, que 

A " 9 *» wr*. 

Teniendo en cuonta las fórmulas (59.5). (59.7) y tomando on consi¬ 
deración que AA -l <■= A’ l A, no es difícil demostrar la correlación 

A 9 A - = A-A 9 

para cualesquiera p, r no negativos y enteros. Esto significa qoe la 
fórmula (59.6) os válida para cualesquiera números enteros p, r. 

Tomemos ahora un operador regular A y formemos el conjunto 
d>* do los operadores del tipo A p para todos los p enteros. En este 
conjunto la multiplicación de los operadores os una operación alge¬ 
braica y, como se deduce de (59.6), conmutativa. Todo operador A p 
lleno su inverso, igual a A' 9 . En el conjunto to A figura también el 
operador idéntico E. Por consiguiente, el conjunto representa 
en al un grupo conmutativo de multiplicación. Este grupo so denomi¬ 
na cíclico, generado por *1 operador A. 


Ejercicio*. 

1. Demuéstrese que si para do» operadores lineales A . H de «* xx se verifica 
ia correlación AB - B. entonces ambos operadoras son regulares. 

2. Domuhtraso que para que los operadoras A, B. d» »„ sean regularas, 
se noce*ario y suficiente que mo regularos ios operadora» AH y BA. 

3. Demuéstrese que si el operador A a» regular y si numsro a qfc 0. entonces 

el operador uA e* también regular y — -i- A~ l . 

4. Demuéstrese que T A S A cuando, y sólo cuando. A * - 0. 

5. Demuéstrese que pera cualquier operador A se cumplen.las correlaciones 


N A GN At SH AM ... t a st a ,g r Át ... 

«. Demuéetrese que el operador P m un operador de proyección cuando, 
y sólo cuando, P* -* P. /Qué representan ea si los subespacio* S p y T ? 

7. Demuestres* que si P es un operador de proyección, entonce* B — P 

es lemblin un operador de proyección. ., , n 

8. Demuéstrese que si el operador A satisface la igualdad A m - 0 para 
algún número positivo entero m, entonces el operador a & — A será regular 
para cualquier número o^O. 

9. Demuéstrese que el operador Unce! A. par. el cual E -f- Oj«4 t «,-4* ± ... 
... + — 0. es regular. 

10. Demuéstrese que si A es un operador regular, entooces o bien todos los 
operadores en el grupp cíclico * A son distintos o bien cierta poteocia del opera¬ 
dor A coincide con el operador ideático. 
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5 60. Matriz del operador 

Demos a conocer un método gene¬ 
ral para construir el operador lineal que actúa del espacio m-dimen- 
sional X en el espacio n-dimensional Y. Supongamos que a los voc- 

torea de la base e, . e m del espacio X les estén asignados unos 

vectores /,, /„ . . f m del espacio Y. En esto caso existe un opera¬ 
dor lineal .4 y es, además, único, que actúa de X en Y y que transfor¬ 
ma todo vector e k en el vector correspondiente f h . 

Supongamos que el operador buscado A existe. Tomemos un vec¬ 
tor arbitrario * 6 X y representémoslo en forma de un desarrollo 

* " 5 i«i + 5 »*, + - • + Imfm» 

Entonces 

J, L'O-J, i.-».-J, 5./.- 


El segundo miembro do las correlaciones se determina unívocamente 
por ol vector x y las Imágenes de la base. Por eso la igualdad obtenida 
demuestra la unicidad del operador A, si éste existe. Por otra parto, 
podomos definir el operador A precisamente mediante esta igualdad, 
os decir, poner 


Ai 


V 

ft=t 


w» 


K1 operador obtenido, como es fácil de comprobar, es un operador 
lineal qno actúa do X en Y y transforma, a la ver, todo vector e* 
en ol vector correspondiente /». El campo de valores T A del opera¬ 
dor A coincido con la cápsula lineal del sistema de vectores /,. / t , ... 

• • •• /■• 

Ahora podemos enunciar una deducción importante: el operador 
lineal A que actúa del espacio X en el espacio Y está enteramente de¬ 
finido mediante la totalidad de Imágenes 

Ae i, Ae u .. Ae m 


para cualquier base fijada 


e„ e t . .. e m 

del espacio X. 

Fijemos en el espacio X la base e x , e t , .. ., e m y en el espacio Y, 
la base q t , . . g„. El vector e, se transforma por el operador A 

en cierto vector Ae t del espacio Y, el cual, como todo vector de esto 
espacio, puede ser desarrollado por vectores básicos 

-<'l = “llíl + «»l! + «.1 
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Análogamente, 

Ac, - a,rf, + o,,?, + .. . 


Ae„ — o,„?i -f o,.5, + . . . + “•»!*■ 

Los coeficientes a„ de estes correlaciones determinan una matriz 
A 0# de o lilas y m columnas 

/c,a m \ 


que so denomino motriz del operador A en batee eligido!. 

Como columnas de la matriz del operador sirven laa coordenados 

de los vectores Ae„ Ae, . Ae m respecto de la beso J„ . . . 

. . q.. Con el fin do determinar el elemento o„ do la motriz del 
operador A hoce falta aplicar el operador al vector e, y tomar la 
1-eslma coordenado en la Imagen Ae,. Si, para abreviar, designemos 
mediante (a), la i-éslma coordenada del vector a, entonces a„ - 
- (Ae,),. En lo sucesivo haremos uso del método doscrito para de¬ 
terminar los elementos de la matriz del operador. 

Consideremos un vector arbitrario a 6 X y su imagon y •* Az. 
Aclaremos do qué modo so ezpresan laa coordenados del vector p on 
términos do las coordenadas del vector * y los elementos do la matriz 
del operador. Seo 

a- Sí*. r-g,**.. (“•') 

Calculamos 0 

Aa-A(2t,e,)“¿U*!” |lti £,«»»■ ” |,(,|íl*ll)íl' 

Al comparar el segundo mimbre de estas igualdades con el doaa- 
rrollo (60.1) para el vector y. concluimos quo deben cumplirse Jas 
igualdades 

pora 1 = 1, 2. n, os decir 

«t,!i + «i.í.+ —+*»«-”%• 

+ • • • + < f,0 * 2 > 


•iu5» + *aí5*+* • • »!»• 
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Do esto modo, lodo operador lineal genera, cuando están fijadas 
las bases en los espacios X, Y, las correlaciones (60.2) que relacionan 
entre sí las coordenadas de la imagen y las de la preiraagen. Con el 
fin do determinar las coordenadas de la iraagon según las coordena¬ 
das de la preimagen, basta calcular los primeros miembros de estas 
correlaciones. Para determinar las coordenadas do la preimagen según 
los coordenadas conocidas del vector y hemos de resolver el sistema 
do ecuacionos algebraicas lineales (60.2) respecto do las incógnitas 
€n Si. • . lm • La matriz de este sistema coincido con la matriz 
del operador. 

Las correlaciones (60.2) establecen una relación profunda entre 
los operadores lineales y sistemas de ecuaciones algebraicas lineales. 
En particular, de (60.2) provieno que el rango del operador coincide 
con el de la matriz del operador y la dimensión del núcleo coincide 
con el rumoro de soluciones fundaméntalos del sistema homogéneo 
reducido. Do este hecho se deduce trivialinente la fórmula (.S6.4) 
y una serle de otras fórmulas. 

A la relación existente entre los sistemas de ecuaciones algebrai¬ 
cas linéalos y los operadores lineales volveremos con frecuencia. 
Poro primeramente demostremos quo entre los operadores y las 
matrices que, do hecho, determinan los sistemas del tipo (60.2) existo 
una correspondencia biunívoca Ya hemos mostrado quo todo opera¬ 
dor A dotermina cierta matriz A siendo fijadas las bases. Tomemos 
ahora una matriz arbitraria A f . de dimensiones n X m. Siendo fija¬ 
dos las bases en los espacios X, Y. las correlaciones (60.2) a todo vec¬ 
tor r 6 X le ponen en correspondencia cierto vector y £ Y. Es fácil 
comprobar que oata correspondencia e.> un operador linesl. Construya- 
mos la motriz del operador dado en las mismas base?. Toda? las coor¬ 
denada? dol vector t, son nulas, a excepción de la ;-ósima coordenada 
quo es igual a uno. be ( 60 . 2 ) so deduce qyo las coordenadas del vec¬ 
tor Ae, coinciden con los elementos de la /-¿sima columna do la 
matriz A qt y, por codo, {Ae/)¡ — a t , Por lo tanto, la matriz dol 
oporador construido coincido con la inicial A qt . 

Así pues, toda matriz n X m es una matriz de cierto operador li¬ 
neal quo actúa del espacio m-dimensional X en el espacio «-dimensio¬ 
nal Y, para las bases fijada? en dichos espacios. De este modo se esta¬ 
blece una correspondencia biunívoca, para unas bases Jijadas cualesquiera, 
entre ¡os operadores lineales y las matrices rectangulares. En este caso, 
tanto los espacios lineales como las matrices se consideran, desde 
luego, sobre el mismo campo P. 

He aquí algunos de la? ejemplos. Sea 0 un operador nulo. Tenemos 

- ( 0 ), = 0. 

Por consiguiente, todos los elementos de la matriz del operador nulo 
son ¡guales a cero. Tal matriz se llama nula y se designa por el sím¬ 
bolo 0. 
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Tomemos ahora un operador idéntico E. Para este operador en¬ 
contramos 

(«*,!,- (•<),={ £ \J] 

Por esta razón la matriz del operador idéntico tiene la forma siguien¬ 
te. Es una matriz cuadrada en cuya diagonal principal so disponen 
las unidades, mientras que los demás lugares son ocupados por ceros. 
La matriz do un operador idéntico se denomina matriz unidad y so 
designa con la lotra E. 

Nos encontraremos frecuentemente con un tipo raáa de matrices. 
Sean X,. X,.X, unos números arbitrarios dol campo P. Cons¬ 
truyamos una matriz cuadrada A la que tiene dichos números dispues¬ 
tos por la diagonal principal, mientras qua en los restantes lugares so 
disponen coros, es decir. 


C\) 


Las métricos de tal Indole ae llaman diagonales. Si todos los elementos 
diagonales son igualo* ontre sí, la matris se denomina exalar. En 
particular, hi matria unidad as escalar. Llamemos también diagona¬ 
les la* matrices rectangulares, construidas de modo análogo. Si nos 
referimos a la* correlaciones (60.2), estableceremos fácilmente cómo 
actúa el operador lineal con la matriz A. Esto operador “estira" la 
f-éaima coordenada de cualquier vector veces para todo l. 


Ejercicios. 

1. Bn uo espacio .!< polmomius de grado do superior mm halla fljedr 

la base I. l. i*.l*. t Qu«- forma time en eeta be» la nutrir dol operado* 

do diferenciación 9 . . ... 

2. En el especio X se halla dado el operador P de proyección sobre el 
subeipaci» -V. paralelamente al .nbaapacio T. Fijamos en X cualquier base 
formada como la reunión de los subcepaelot S y T. ¿Qué fonna tienen en dicha 
baso la» matrices de los operadores P y E — P? 

3. Supongamos que el operador liocal A actúa de X en V. Designemos median¬ 
te V. un subespacio en X. complementario al núcleo N A , y mediante R A 
un subospano en Y complementario a T A . ¿Cómo variará la matriz del opera 
dor A, si al ologir las liases en X. Y. empleamos las bases de unos o de lodos 
loa subcspacios Indicados' 


§ 61. Operaciones sobre las matrices 
Ya so ha mostrado que. siendo 
fijadas las bases en los espacios, todo operador lineal se define uní¬ 
vocamente por medio de su matriz. Por esto, las operaciones con los 
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operadores examinadas más arriba conducen a las operaciones bien 
determinadas sobre las matrices. En los problemas que actualmente 
son de interés para nosotros, la elección de una base no juega ningún 
papel, razón por la cual los operadores v sus matrices so desiguan 
mediante las mismas letras, omitiendo todos los índices concernien¬ 
tes a las bases. 

Supongamos que dos operadores iguales actúan del espacio m-di- 
mensional X en el espacio n-dimensional Y. Puesto que los operado¬ 
res iguales se poneD de manifiesto de una manera igual, cualquiera 
que sea la situación, tendrán una misma matriz. Esto nos ofrece 
un fundamento para enunciar la siguiente definición. 

Las matrices A, B ót dimensiones iguales n Y m con los elemen¬ 
tos fl|/, b,/ se llaman iguales, si 

a„ - b, t 

para i - 1, 2. n, / - 1. 2. .... m. La igualdad de las 

matrices se indíea dol modo siguiente: 

A B. 

Supongamos ahora que del espacio X en el espacio V octúan dos 
operadores A. B. Consideraremos el operador C - A •+ B. Desig¬ 
nemos los elementos de las matrices de estos operadores con c„, 
a,,, ó,., respectivamente. Con arreglo a lo dicho anteriormente, 
C|. - (Ce,),. Teniendo presentes la definición de la suma de opera¬ 
dores y las propiedades de las coordenadas de los vectores respecto 
a las operaciones sobre ellos, obtendremos 
c,j - [Ce,), - ({A + B) e,), - {Ae, + Be,) t - 

- M«/íi + {&*/)i - a u + 

Por esta razón: 

So llama suma de dos matrices A. B do dimensiones iguales n X m 
con los elementos a,/, bu una matriz C de las mismas dimensiones con 
los olomcntos e„, ai 

Cu • «II + *i# 

para I *= 1, 2. . n. / * 1. 2.m. La ruma de las motrices 

so designa con 

C “ A -4- B. 

Se llama diferencia de dos matrices A. B de dimensiones igualos 
n X m con los elementos a,„ b„ tina matriz C de las mismas dimen¬ 
siones con los elementos c„, si 

cu * «i/ ~ b u 

para l — 1, 2. .... n. / — 1. 2. m La diferencia entro las 

matrices se indica con 

C - A - B. 
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Consideremos un operador A que actúa de X en Y y el operador 
C «« XA para cierto número X. Si a lt . e„ son los elementos de las 
matrices do dichos operadores, entonces 

e¡, - {Cej), - {>~4e,}, = X { Ae ,}, = Xa,,, 

y llegamos a la siguiente definición: 

Se llama producto de la motril A de dimensiones n x m con los 
elomentos a,j por el número X una matriz C de las mismas dimensio¬ 
nes con los elementos c,,, si 

*1/ " Xa,y. 

para i «■ 1, 2, . . n, f ■ 1, 2, .. m. El producto de una ma¬ 
triz por un número se designa así 

C - XA. 

Sean dados un espacio m-d i ocasiona! X y un espacio n-dimnusio- 
nal Y sobro un mismo campo P. Según lo demostrado mis arriba, 
siendo fijadas las bates en X, Y, entre el conjunto <o xr do todos 
los operadores que actúan de X en Y y el conjunto de todas las matri¬ 
ces do dimensiones n X m con los elementos del campo P tiene lugar 
una correspondencia biunivoca. Puesto que las operaciones sobro 
las matrices se introducían en concordancia con las operaciones sobro 
los operudores, el conjunto de laa matrices n X m, al igual que ol 
conjunto tu iT . representa en sí un espacio lineal. 

Es fácil mostrar una de las bases del espacio de matrices. ÉsU» 
soró. por ejemplo, el sistema de matricea para A *- 1.2.... 

.... n, p — 1. 2. . donde los elementos ,a matriz 

Ai**> se doíinen por las siguientes igualdades: 

'• - i-p- 

1 l 0 en todos los demás casos. 

En ol esnacio «xr de base sirve un sistema de operadores con 
matrices Do aquí concluimos que un espacio lineal de operado- 
res que actúan de X en Y es un espacio de dimensión finita y su dlmen- 
tión es igual al producto mn. 

Supongamos dados tres espacios lineales X, Y, Z. con la parti¬ 
cularidad de que el operador A actúa de X en Y. el Zf, de Y en Z. 
Sean las dimensiones de los espacios citados m. n, p, respectivamen¬ 
te Convengamos en considerar que en X. K.Zestin fijadas las bases 

«i. • •• «•.. 9i . 9*- r,. r p . El operador A tiene la matriz 

n X m con los elementos y 

**>— I 
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El operador B tiene la matriz p X n con los elemento» b,¡ y 

Bq.~ £ &..-V 

A—I 

Al investigar la matriz del operador C — BA, llegamos a la conclu¬ 
sión quo debe tener dimensiones p X m, y sus elementos son como 
siguen: 

*./ - <&,), - &*,), - \B ( i a.f, J|,~ 

1*1 

H i «.,8í.Ji = l i ««í 

•—! •»» A-l 

“I ¿ (2 2 w 

I—! —1 .-i 

La fórmula obtenida nos dicta la siguiente definición. 

El producto de la matriz B de dimensiones p X n con los elemen¬ 
tos b,j por la matriz A de dimensiones n X m con los elementos a,¡ 
es la matriz C de dimensiones p X m con los olementos c„. ai 

í¡(61.1) 

para l - 1, 2, . . p, \ — 1, 2, ..m. El producto do las matri¬ 
ces ao designa con 

C - BA . 

De este modo, el producto » ha definido sólo para aquellas matri¬ 
ces, on las cuales el número de columnas del factor izquierdo equivale 
al número de filas del factor derecho. El elemento do la matriz del 
producto que se dispone en la intersección de la í-ásima fila y la 
/-¿simo columna es Igual a la suma de productos de todos loa ele- 
montos de la i-ésima fila del factor izauierdo por los elomonto» corres¬ 
pondientes de la /-¿sima columna del factor derecho. 

Recordemos una vez más que entre los operadores linéalos y las 
matrices tieno lugar una correspondencia biunívoca. Las operaciones 
sobro las matrices se introducían conformo a las oporacionos con los 
oporadores. Por esta razón, la multiplicación do matrices esté ligada, 
mediante la correlación (58.1), con la sumación v la multiplicación 
de la matriz por un número. 

Ya se ha observado que ol anillo de operadores y el grupo de todos 
los operadores regulares, que actúan on un espacio lineal, son no 
conmutativos. Para demostrar esta afirmación es suficiente, eviden¬ 
temente, hallar dos matrices cuadradas A , B tales que sea AB BA. 
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Tomemos, por ejemplo. 



y ol carácter no conmutativo de la multiplicación queda demostrado. 

La operación de multiplicación de las matrices permite anotar 
cómodomonto las correlaciones del tipo (60.2). Designemos con ar¬ 
la matriz de dimensiones m X 1, compuesta por las coordenadas del 
vector i, y mediante y q , la matriz de dimensiones n X 1, compuesta 
por las coordenadas del vector y. Entonces, las correlaciones (60.2) 
serán equivalentes a una igualdad matricial 

A qt x.-y r (61-2) 

Se llama igualdad coordinada, correspondiente a la igualdad opera- 
c tonal 

Ax - y. 

Dicha igualdad liga, eu forma matricial. las coordenadas de la prei¬ 
magen con las de la imagen a través de la matriz del operador. 

Resulta importante observar que desde el punto de vista do la 
notación, las igualdades coordenada y oporaciona! parecen sor com¬ 
pletamente análogas, siempre que. desde luego, sé omitan los Indi¬ 
ces, mientras que el símbolo Ax se entiende como el producto de A 
por x. Puesto que las notaciones y las propiedades do las operacio¬ 
nes sobre matrices y operadoras coinciden, cualquier transformación 
do una igualdad operacional lleva a la misma transformación de la 
igualdad coordenada. Por esto, formalmente no importa de qué 
correlaciones se trata: de las matriciales o do las operacionales. 

En adelante, de hecho, no haremos distinciones entre las igual¬ 
dades operacionales y coordenadas. Más aún, todos los conceptos 
y hechos nuevos referentes <? los operadores, los extenderemos sin reservas 
a las matrices. 

E|erc icios. 

1. Demuéstrese que la» unorúni* robre las nutrir» r»tán vinculadas 
a la operación de traoeposirióo medíanlo las siguiral» correlacione»: 

[aAY - o A’. (A -f BY - A' + B\ 

[ABf\-VA\ lA'r-A. 

2. tlemuéstreíC que todo entrador lineal de rango r puede representaría 
en fono a de una suma de r operadores lineales y no puede representarse en forma 
•le una ruma de un número menor de operador» dé rango 1 

3. Demuístreao que una irairá d® dimensión» n x m » de largo f. gl. 
y sólo ai. puede representarse en forma de un producto de dos rratr c» no nulas 
de dimensiones n X 1 y I X m. 
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4. Supongamos que para las matrtccs lijadas A, B se cumple la igualdad 

AC *■ BC 

para cualquier matriz C. Demuéstrese que A » B. 

5. Hállese la forma general de una matriz cuadrada que conmutable con 
una matriz diagonal dada. 

6. Demuéstrese que para que una matriz sea escalar, es necesario y sufi¬ 
ciente que sea conmutable con todas las nutrices cuadradas. 

7. La suma da elementos diagonales de una matriz A ee denomina /raía 
de la matriz A y se designa coa tr A . Demuéstrase quo 

Ud M(rd' a Ir o-tr A, 

ir (d t- B) ~ trd + trff, tr (BA) » tr (**). 

8 . Demuéstrase que una matriz real A m nula, «I, y sólo ai, tr (A A') «■ 0. 

§ 62. Matrices y determinantes 

Las matrices dasempaftan un pa¬ 
pel esencial en la investigación da los operadores lineales. Corno 
medio auxiliaren loa investigaciones «e utilizo con frecuencia un de¬ 
terminante. Consideraremos ahora algunas cuestiones relacionadas 
con las matrices y los determinantes. 

Supongamos que un operador regular A actúa en el espacio X. 
Su rango coincide con la dimensión do X. Según se doduco do las 
fórmulas (60.2), esto significa que el rango del sistema de columnas 
do la matriz del operador coincide con su número. Esto es posible 
cuando, y sólo cuando el determinante de la matriz sea distinto de 
cero. Así pues, 

Un operador que actúa en un espacio lineal será regular cuando, 
y sólo cuando, el determinante de su matrís sea distinto de cero. 

La propiedad obtenida del operador regular sirve de base para 
las definiciones siguientes. 

Una matriz cuadrada se llama regular, si su determinante es dis¬ 
tinto de cero y se llama degenerada, en el caso contrario. 

Naturalmente, apoyándolo en las propiedades correspondientes 
de los operadores regulares, se puede decir, por ojemplo, quo un pro¬ 
ducto de matrices regularos es, nuevamente, una matriz regular; 
todas Ias matrices regulares forman tro grupo de multiplicación; 
coda matriz regular ongendra un grupo cíclico, etc. La conexión exis¬ 
tente con| los operadores regulares permite afirmar que cualquier 
matriz regular A tiene, y además, una sola matriz A ~ l tal, que 

A*A = AA* - E. ( 62 . 1 ) 

La matriz A ~ l se llama Inversa de la matriz A . 

Empleando el concepto de determinante, podemos indicar la 
forma explícita de los elementos de la matriz inversa a través de los 
menores do la matriz A. Sirven de base para la resolución de este 

Í oblema las fórmulas (40.5)—(40.9). Teniendo presento la fórmula 
1 .IXpara un elemento de! producto de dos matrices, concluimos que 



I n MATRICES T DETERMINAKTES 


215 


a las ecuaciones ( 62 . 1 ) les satisface la matriz 



4 *- 4 *- 

Am i 
’ 1 

A* = 

4**~ 

Am ■ 

• “d 




Aquí d es el determinante do la matriz A: A,], el complemento nlge- 
braico do su elomcnto u Debido a la unicidad de la matriz inversa, 
ésta, puede tener sólo esta forma. 

Introduzcamos una.* designaciones abreviadas para los menoios 
do una matriz arbitraria A. El menor, dispuesto on las filas l„ 
*«• ••••*» y en las columnas /„ /„ . . .. ¡ p , ae designará mediante 


Consideraremos, además. que la coincidencia de algunos Índicos 
on la fila superior (inferior) de la designación del menor significa que 
son cnincidentes Ins filas (columnas) del mismo menor. 

teorema Mi. (fórmula Blnet-Cauchy). Supóngame* que una 
matriz aladrada C de orden n ti igual al producto de dot matrices rectan¬ 
gulares A y B, cuyas dimensiones son n X m y m X n. respectivamente, 
con ¡a particularidad de que ro> n. Entonces 


1 2 ...n\ y n 2 


n 

*» 


X 


1 2 



( 62 . 2 ) 

demostración. Denotemos con a„, b t) . c,¡ los elementos do Jas 
matrices A.B.C. Por definición del producto de las matrices, tenemos 


C, *~ ¿ ( 

Sustituyendo, los elementos de U matriz C por sus expresiones y sir 
viéndose de la propiedad de linealidad del determíname en relación 




det 


encontramos 


• «• m 

— 

21 «l.A, I- . 

- 2 «ii.*,. 

•»•' I 


m 


- “~A, 2 “...i..,. 


‘A-l I 
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= X del 


■ m 

«i.A.i Z 01.A.-’ - S 'A.» 


«.-> *„-■ 


= 2 s dot 


aiAi^Al"* Z a i*A„* 


.. - Z a -A,« 


. „ . —«■ \ 

= 2 S ••• S í « .1“ 

V a — 6 «'“«'A.s •••““A."/ 

(62 - 3 > 

Cada uno da los índices s, .a. no dependo de los otros 

y puode lomar cualesquiera valores desdo 1 hasta m, por lo que la 
oxprosíón obtenida representa en si la suma de m" sumandos. En 
dicha suma aerán nulos aquellos sumandos cuyos valores toncan 
aunque sea dos Indices ¡guales, puesto que serán iguales a cero los 
menores correspondientes do la inalrli A. Todos los demás suman¬ 
dos pueden dividirse en grupos con ni sumandos en cada uno de ellos, 
rouniendo en cada grupo todos los sumandos, cuyos valores da los 
índices forman una misma totalidad de números. 

Designemos mediante k t , k t .fc, la disposición de los valo¬ 
res de los índices *„ s t .ordonada en forma creciente. Sea 

• fc. *..«.) “ ("O*- 

donde N es ol número do transposiciones necesarias para transformar 
la pormutación la * lt k t , . . En este caso, 

dentro de los limites de un grupo de los valores de los Indices 
íj. la suma de los sumandos correspondientes de (62.3) 

será igual a 

Z ■ (*.• *».*.) a ^ " l ) K>K> ■ ■ ■ 

-a(* 2 )2'( , "'>. 

. 

De la correlación obtenida deducimos la fórmula (62.2). 
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corolario. El determinante del producto de dos matrices cuadradas 
es Igual al producto de los determinantes de los factores. 

La suma en la fórmula (62.2) constará, en el caso dado, do un 
sumando, por lo cual 




o bien, lo que os igual, 

del C = det A-del B. 


corolario. Supongamos que una matriz cuadrada C de orden n es 
igual al producto de dos matrices rectangulares A y B cuyas dimensio¬ 
nes son n X m y m K n. respectivamente, con la particularidad de que 
m< n. En este caso, det C — 0. 

En ofocto, agreguemos a las matrices Ay B n — m últimas colum¬ 
nas nulas y, correspondientemente, n — m filas a cada una do las 
matriCM. Las matrices obtenidas se convicrton »n las cuadradas do 
orden n, mientras que sus determinantes serán nulos. El producto 
do oslas matrices nos da la matriz C. Por ello, de acuerdo con el pri¬ 
mor corolario, det C ™ 0. 


Ejercicios. 

l ; Dwnufcams qu« para cualquier matrlt regular A w verifica L Igualdad 

2. Damuéftm« que para cualquier matrlr regular A e* válida la Igualdad 
det (A **l - (del A)-». 

8. Damué«trm* que para cualquier matru cuadrada A dr orden n ae verifica 
la Igualdad del (<*A) - a* del A. 

4. Dacnutarom que «I para la* na trices cuadradas A. B se verifica la 
igualdad AB £’. entontas A « regular y B = A* 1 . 

ó. Escríbase la fórmula Jal tipo (R2.2» para un menor arbitrario del pro¬ 
ducto da doa matrices. 

B. Demuéstrase qno para cualquier nutrir real A todo» los menores prin¬ 
cipales do las matutes A'A y A A' son no negativos. 

i. Demuéstrese que el rango de un producto de matrices no es superior 
al rango de cada uno de los factor» 

8- Demuéstrese que en una operación de multiplicación por una roatrii 
regular el rango no varía. 


j 63. Paso a la otra base 

Siendo fijadas Jas bases en los 
espacios, la igualdad coordenada permite investigar totalmente la 
acción de un operador lineal. Evidentemente, cuanto más simple es 
la forma de la matriz de un operador, tanto más eficaz será la realiia- 
ción do dicha investigación. Generalmente las matrices do los opera¬ 
dores dependen de las bases y nuestra tarea inmediato consiste en 
aclarar esta dependencia. 
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Sean e¡, «•„ . ... e m y /„ /„ . ... f m dos bases de un mismo 
espacio m-dimensional A'. Los vectores f,. /„ .... / m so definen 
unívocamente mediante sus descomposiciones 

A “ Pu*i Pn*a 4-... + Pm&m* 

U = Pi*i + Pt*2 + ... + P**», 


(63.1) 


/« • Plm'l T Pm«s + • •• + p mm « m 

según los vectores e„ e t . e m . Los coeficientes -p t , dolorminan 

la matriz 



la cual se llama matriz de la transformación de coordenadas al pasar 

de lo base e¡, #,. e m a la base /,. /,./„. 

romemos un vector arbitrario x £ X y descompongámoslo según 
los vectores de ambas bases. Sea 

2 l**i- 2 %/<• 

.-i i-i 

Do acuerdo con (63.1) tenemos 

m m ■ • 

“ 2 ( Wi ■ 2 t *ii p/io* 

" ¿2 ( f 2 ’iiP/i) o - wu ) e t* 

Comparando los coeficientes de e, en el primero y segundo miembros 
de las correlaciones obtenidas, encontramos 

Si-JÍpi/I; (63.2) 

para l «1, 2, .... m. Estes fórmulas »o denominan fórmulas de 
transformación de las coordenadas. Designemos, como hasta ahora, 
modiante x, y x f las matrices de dimensiones m x 1. formadas por 
las coordenadas del vector x en las bases correspondientes. Las 
fórmulas (63.2) muestran que 

*. - P*f. (63.3) 

La matriz de la transformación de coordenadas debe ser regular, 
puesto quo en el caso contrario tendrá lugar la dependencia lineal 
entre sus columnas y, por tanto, entre los vectores /„ /„ . . f n . 
Por supuesto, cualquier matriz regular es una matriz de cierta trans- 







f SI PASO A LA OTRA BASE 


219 


formación de coordenadas definida mediante la igualdad (63.3). Al 
multiplicar a la izquierda la igualdad (63.3) por la matriz P " l , obten¬ 
dremos 

x, = p-‘x.. 

Supongamos ahora que en el espacio linea) X vienen dadas tres 
bases «j. . . . /,. f m y r,.r„. El paso de la pri¬ 

mera base a la tercera puede realizarse con ayuda de dos procedimien¬ 
tos: o bien directamente de la primera a la tercera o bien primero de 
la primera a la segunda, y después do la segunda a la tercera. No es 
difícil establecer la conexión entre las matrices correspondientes de 
la transformación de coordenadas. De acuerdo con (63.3), tenemos: 

x 4 — Px h x, = Rx„ x, = Sx r . 

De Ihs primeraa dos correlaciones se desprendo 

x 0 -Pz,-PiRx,)-(PR)x r . 
do donde proviene que 

S - PR. 

Do esto modo, cuando las coordenadas se transforman de manoro 
consecutiva, la matriz de la transformación resultante será igual al 
producto do matrices de las transformaciones intermedias. 

Examinemos otra vez el operador lineal A que actúa do X on Y. 

Elijamos en el espacio X dos bases e, .y /,./ m , y on 

«1 ospacio Y otras dos bases q |t \ q n y I,.f„. En las primeras 

dos bases a un mismo operador A lo corresponde la igualdad coorde¬ 
nada 

(63.4) 

y on las otra» dos bases, la igualdad 

y, = A t fX,. (63.5) 

En concordancia con estos pares de bases, para un mismo operador A 
tenemos dos matrices A it y A 

Designemos con P la matriz de la transformación de coordenadas 

al pasar do la base e,. e n a la base /,. f m y con Q. la matriz 

de la transformación de coordenadas al pasar de g,. q n a f a . ... 

. .., 1„. Se tiene 

x, - Px h y„ - Qy t . (63.6) 

Sustituyendo estas expresiones para x„ y, en (63.4). obtenemos 
Qy, “ A %t Px„ 

de donde se deduce que 
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AI compartir la igualdad obtenida con (63.5). concluimos que 

A„ - Q 'A'S- (63.7) 

Esto es precisamente la correlación buscada que liga las matrices de 
un mismo operador en diferentes bases. 

Ejercicios. 

I. Damuéttr** que al pasar • otra» bates el rango de la matri» del operador 
no cambia. 

í. Demuéstrese que el deUrmiiunie de una matriz de un operador que 
actúa uu un espacio lineal no depende de cómo se elige la base. 

3. t Qué correspondencia puede establecerse entre unos operadores regula¬ 
res, que actúan en el espacio X. y les transformaciones de coordenada» en el 
mismo espacio? 

4. Llamemos homónimas dos bases de un «pacto real. «I el determinante 
do su matriz de la tranaformación de coordenadas ea positiva. Damuéstreso 
uqo todas las bases pueden ser repartida» entre doe date* do bases homónima». 

5. Llamemos izquierda una cla»e de la» baeee homónima» y dorecba. la 
otra. Compircóte dicha» data coa Us descritas en el i 34. 

§ 64. Matrices equivalente# 
y matrices semejantes 
A todo operador lineal A que ac¬ 
túa del espacio X en el espacio Y la corresponde un conjunto d« sus 
motrices que se define por la posibilidad de olegir diferentes bases 
en X o Y. La estructura da este conjunto puede ser sustancialmcnte 
diferente en dependencia de si son o no coincidentes X e Y . 

Dos matrices rectangulares A y B de dimensiones iguales so deno¬ 
minan equivalentes, si existan dos matrices cuadradas regulares H 
y S tales que se verifique 

B - RAS. 

De (63.7) se deduce que dos matrices, correspondientes a un mis¬ 
mo operador lineal, siendo diferente la elección de las bases en X 
e Y, serán siempre equivalentes entre sí. No es difícil ver que la afir¬ 
mación contraria es también cierta. A saber, dos matrices equivalen¬ 
tes corresponden siempre a un mismo operador lineal en Jrs bases 
adecuadamente elegidas. De este modo, a todo operador lineal que 
aplica X en y le corresponde una clase de matrices equivalentes. 

teorema «• i Para que das matrices rectangulares de dimensiones 
Iguales sean equivalentes, es necesario y su/ieiente que tengan un mimo 
rango. 

demostración. AI multiplicar una matriz cualquiera por otras 
matrices regulares, su rango no varía, razón por la cual las matrices 
equivalentes tienen rangos ¡guales. Supongamos ahora que dos matri¬ 
ces de dimensiones iguales tienen un mismo rango. Demonstraremos 
que estas matrices son equivalentes. Demostraremos, además, quo 
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cada matriz de rango r es equivalente a la matriz 

(IO-DO...O) 



01 . 

.0 0 . 

.0 


oo . 

. 1 0 . 

.0 


00 . 

.0 0 . 

.0 


00 . 

. 00 . 

.0 


Sea dada uua matriz rectangular do dimensiones n X m. Dofine 
cierto operador lineal 4 que aplica el espacio X de base e„ ... 

. . e m en el espacio Y de baaeq,. q t , . . ., q m . Deaignomos medían¬ 
lo r el mi moro de vectores linoalmente independientes ontro las imá¬ 
genes do los vectoras do la base Ae t , Ae t . . . ., Ae m . Sin porturbar la 

gonorolidad, podemos considerar que los-voctores Ae x , Ae t . Ae r 

son linoalraonte índepondionios, puesto que se puede conseguirlo 
numurando adecuadamente loa vectores de la baso. Loa rastantoa 

vectores, /ts r+l . A* m ; se expresan linoalmente en términos 

do los primeros 

At k - £ c k ,Ae, (64.1) 


para * - r + 1. m. Definamos la base nueva /„ /„ 

«n X do la manera siguiente: 


j„. 

| Í» — «*»«/. k-r+t .m 


(M.2) 


En osle caso, en virtud do (64.1), tenemos 

Af k - 0 (64.3) 

para k = r + 1.m. Hagamos, luego, 

Al, - t, (64.4) 

pnra / - 1.2... . r. Los vectores l v t,. t r son. por hipóte¬ 

sis. linoalmente independientes. Completémoslos con ciertos vectores 
ír+i. . . .. t n hasta obtener una base en Y y examinemos la matriz 
del operador A on las bases nuevas /,. ...,/„ y • • •• Los 
coeficiontos do la fc-ésima columna de dicha matriz coinciden con las 
coordenadas del vector Af k en la base t,. . . .. í„. De conformidad con 
las correlaciones (64.3), (64.4), la matriz del operador A coincidirá 
con T r . 
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La matriz inicial y la I, corresponden a un mismo operador, por 
lo cual son equivalentes. Consecuentemente, todas las matrices do 
un mismo rango son equivalentes a la matriz I T y por esta razón son 
equivalentes entre sí. 

En el transcurso de la demostración del teorema hemos respondi¬ 
do a una pregunta muy importante: "¿Cómo se deben elegir las bases 
en los espacios X e Y. para que la matriz del operador lineal tenga una 
forma más simpleT Además, hemos mostrado la forma explícita do 
osta matriz más simple. 

La respuesta, tan sencilla y eficaz, resultó ser posible debido a quo 
los bases en X e Y podían escogerse independientemente una do la 
otra. Supongamos ahora que el operador A actúa en el espacio X. 
Por supuesto, podríamos considerar nuevamente las imágenes y prei- 
mégenos ©n diferentes bases, no obstante esto no parece ser natural 
aquí, puesto que tanto las imágenes como las preimágenes pertenecen 
a un mismo espacio. El empleo de diferentes bases complicaría con¬ 
siderablemente la investigación del modo con que actúa el operador 
contra los vectores del espacio .Y. Si la baae e» una, los matrices P 
y Q en (63.6) coinciden. Por consiguiente, a todo operador lineal 
quo actúa en un espacio lineal le corresponda una clase de matrices 
relacionadas por las correlaciones 

B - P-'AP (84.5) 

paru diferentes matrices regulares P. Las matrices de tal Índole se 
llaman amelantes y la matriz P se denomina matriz de la transforma¬ 
ción de semejanza. 

La cuestión referente a las condiciones bajo las cuales dos matri¬ 
ces pueden ser semejantes se resuelve con unas dificultades bástanlo 
grande* y la respuesta se obtendrá más adelante. También es compli¬ 
cada la cuestión acerca de la forma de la matriz más simple entre 
todas las matrices semejantes. Los dos capítulos siguientes están de¬ 
dicados precisamente a las investigaciones de estos problemas. 

Ejere lelos. 

1. Demuéstrelo que «I criterio de equivalencia de las matrices y el criterio 
de Minelanza son unas correlacionas de equivalencia. 

2. Demuéstrese que las matrice* aacaejaotas poseen una trata y un deter¬ 
minante iguales. 

3. Domuéstreaa que en una misma transformación da semejanza un grupo 
cíclico do matrices regularas pasa en un grupo cíclico. 

4. Demuéstrese que su una misma transformación de «amojama un «iibrepa- 
ció lineal do matrices pass en un subespacio lineal. 

5. En un conjunto de matrices cuadradas del mismo orden examinemos 
un operador consistente en la transformación de semejanza de diehas matrices 
con una matriz fijada de la transformación de semejanza. Demuéstrese que 
este operador es lineal. 

6. Demuéstrese que el conjunto de lodos los operadores de una transforma¬ 
ción de somejanza definidos sobre un miszno conjunto de matrices cuadradas 
del mismo orden forma un grupo de multiplicación. 



CAPITULO 8 POLINOMIO 

CARACTERISTICO 


5 65. Valores propios y vectores 
propios 

Supongamos que un operador li¬ 
neo] A actúo en oí espacio X. Esto significa que a todo vector * £ X 
so lo pono en correspondencia nn vector y — Ai dol mismo ospacio X. 
Pueda ocurrir quo para cierto vector no nulo x la imagen y la proima- 
gan son colinaale*. Según veremos en lo sucesivo, una situación 
semejante permite simplificar considerablemente la investigación 
dol operador. 

El número X se denomina valor propio y oí vector no nulo r, vtetor 
propio del operador lineal A, siempre que estén ligados entre sí 
medio uto la correlación Ax -■ Xx. 

Heñios de notar quo si x es un vector propio correspondiente al 
valor propio X. todo vector colineal ax será también un vector propio 
para a 0. Si al valor propio X lo corresponden dos vectores pro¬ 
pios x, y, entonces todo vector no nulo del tipo ax + 0p también 
será un vector propio. Por definición, el vector nulo no es propio. 
Por esto el conjunto A\ de todos los vectores propios quo son combina¬ 
ciones lineales de cualquier número de vectores propios dados, corres¬ 
pondientes a un mismo valor propio X. no será un subeepacio. En el 
coso de ampliar X k , al agregarlo un vector nulo, X k se convertirá 
on un subcspacio. Este último se denominará subespacio propio 
del operador A correspondiente al valor propio X. 

No es difícil comprender que todos los vectores no nulos del espa¬ 
do X serán vectores propios de los operadores 0, £ y a£. Cada uno 
de estos operadores tiene sólo un valor propio que es igual a 0,1 y a, 
respectivamente, y. consecuentemente, por lo menos un snbcspncio 
propio que coincide con todo el espacio X. El operador proyector P 
cuenta con dos totalidades de vectores propios: todos los vectores 
pertenecientes al campo de valores del operador P y todos los vec¬ 
tores pertenecientes al campo de valores del operador E — P. A la 
primera totalidad de vectores propios le corresponde el valor propio 
X — 1; a la segunda, el valor propio X » 0. En efecto, como P* — P, 
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tenemos 

P IPx) - P x x « Px - 1-Ar. 

/»((£ - P) x) - (P - P*) x - (/> - P) x - 0 - 0-(E - P) x. 
Por consiguiente, el operador proyector tiene al menos dos subespa¬ 
cios propios. 

TKOftBMA «st Un sistema de vectores propios x,. x,, . ... z„ 
del operador A. que corresponden a los valores propios distintos dos a dos 
X,, X,.X m , es linealmente independiente. 

demostración Los vectores propios son no nulos por definición, 
razón por la cual el teorema es justo, a ciencia cierta, para m - 1 . 
Supongamos que es válido para cualquier sistema de m — 1 vectores 

propios y no es válido para los vectores x,. x .. x m . En oslo 

caso el sistema de dichos vectores será linealmente independiente, es 
decir, para ciertos números a,, a,. . . , a*, no iguales a cero simul¬ 
táneamente, se verifica la igualdad 

*1*1 + «1*1 + • • • + *m*m — 0- (65.1) 

Supongamos que «, «jfe 0. Aplicando A a (65.1). obtendremos 

a.X.x, 4- a^x, 4-... 4- a„X m x m - 0. (65.2) 

Al multiplicar (65.1) por Xm y al muría de (65.2), hallamos 
a . (X, - Xm) x» + a, (X, - X„) x, + ... 

• • • 4- a.., (Xm., - Xm) Xm-, -0. 
Conforme a la suposición inductiva, de aquí se deduco que todos lo 
cooficientea de los vectores x f% x,. . . x m , son nulos. En particus 
lar, a, (X, — X„) - 0. lo que contradice la condición X, >/» X m y la 
suposición a, 0. Por consiguiente, el sistema de vectores x„ 
x,. . . x m es linealmente independiente. 

corolario. Todo operador lineal que acida en un espacio m-dimen- 
sional no puede tener más de m valores propios distintos dos a dos. 

Es de mayor interós el caso en que rl oporador A en un ospncio 
m-dimensional tiene m valores propios distintos dos a dos. De aouordo 
con el teorema 65.1, en este caro podemos escoger una baso del espa¬ 
cio compuesta integramente de los vectores propios del oporador A. 

El operador A qué actúa en el espacio m-diraensional X so llama 
operador de estructura simple, si tiene m vectores propios linealmenlo 
independientes. 

El hecho de que entre todos los operadores lineales destacamos los 
de estructura simple se explica de una manera sencilla. Estos opera¬ 
dores, y sólo ellos, tienen en cierta base las matrices diagonales. Efec¬ 
tivamente, sean x,. x,.x„ los vectores propios del oporador .4 

linealmente independientes. Al tomarlos en calidad de los vectores 
básicos del espacio X. construyamos en la base citada la matriz del 
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operador A. Tenemos 

-i't - Mi. 


• 4 *. - 

Recordemos que los elementos de les columnas de la matrii del ope¬ 
rador coinciden con las coordenadas de las imágenes do los vectoras 
do la baso. Por oso. la matriz A K del operador A tendrá en la baso de 
los voctores propios la forma siguiente: 



Ahora, si ol operador A tiene en cierta base x„ x. . una 

matriz diagonal con ciertos números X.X„ (no forzosa¬ 

mente distintos) en la diagonal principal, entonces x,. x t , . ... x m 
serán vectoras propios dol operador A correspondientes a los valores 
propios X,. X,.X m . 

De esto modo, los operadoras de estrnctura simple, y sólo ellos, 
tienen on cierta base unas matrices diagonales. Rsta base puedo ser 
compuesto solamente de los vectores propios del operador A . La acción 
de cualquier oporador de estructura simple se reduce siempre al 
"n larga miento" do las coordenadas del vector en la base dada. Si 
todos los operadoras lineales tuvieran estructura simple, el problema 
refuronto a la olección de la base en la que la matriz del operador tonga 
una forma más sencilla sería resuelto por completo. No obstante, con 
los operadores de estructura «imple no se agotan todos los operadores 
lineales 

Ejercidos. 

1. Supongamos que el operador A tiene un vretor propio * correspondiente 
si valor propio X. Demuéstrase que para el operador 

a t B +■ a,A -f ... + 0,4», 

dondo a,, a,.«n son ciertos números, el vector / sera temblón propio, 

correspondiente, esta vez. al valor propio a. -f a,X + . + a,).*. 

2. Demuéstrelo que los «peladores A y A — aE tienen los mismos vectores 
propios, cualesquiera que sean el operador A v el número a. 

3. Demuéstrese que el operador A es regular cuando, y sólo cuando, no 
tiene valores propios nulo*. 

4. Demuéstrese que los operadores A y A~ l tienen los mismos vectores 
propios, cualquiera qu* sea ol operador regular A. «De qué modo están rela¬ 
cionados entre si los valores propios de estos operadores* 
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5. Demuéstrele que si al opandor A *t de astraetura simple, al oparador 

B.£-r<M + ... -f <V«" 
es también do estructura simple. 

6. Demuéstrese que un operador da diferentieriin que aclua en un espacio 
da polinomios do n operador de estructura rimple Hállense los vrctoree propios 
y los valores propios da aela operador 

7. Examinamos el operador do una transformación da eeraejaDie ron la 
matrir diagonal. Damurslrere que dicho operador es da estructura simple. 
Hállente todos sus vectores propios y valorea propios. 


5 06. Polinomio característico 

No lodo operador linca! tieno 
aunque sea un solo vector propio So pongamos, por ejemplo, que un 
operador actúa en el espacio V t y realiza ol giro de cada segmento di¬ 
rigido alrededor del origen de coordenada* a 9ff en el sentido con- 
trahorario. Es ev idenle que en este caso la imagen y la preimagen nun¬ 
ca serán cólmenles y el operador no tendrá ni un solo veetnr propio. 
Paro investigar l.« cuestión de existencia de los vectores propios, 
doduzcamos primero una ecuación la que satisfacen todos los valores 
propios del operador lineal. 

Supongamos qur el operador lineal A actúa en el espacio m-dimen- 
sionnl X prefijado sobre el campo P. Si el operador dispone de valor 
propio correspondiente al vector propn* s. entonces, por defini¬ 
ción. quedo cumplida la correlación Aj * Ajt. o bien, lo que es igual, 
(*£ - A) a - 0. (66.1) 

El vector xos no nulo, por lo cual de (66.1) se deduce que el operador 
\E A es degenerado Do este modo, lo* valore* propios del opera¬ 
dor A son aquellos números /. de P . y sólo ellos, para los cuales el 
operador )E — A es degonerado. 

Fijemos en el espacio X cierta base c,. e t . ... * n y designemos 
mediante A, la matriz del operador A en dicha base. El oporador 
}.E - A es degenerado cuando, y sólo cuando, sea degenerada su 
matriz \E — A„ es decir, cuando 

det (k£ - A r ) - 0. (66.2) 

La determinación de valores propios no ha sido ligada con la elec¬ 
ción de la base en el espacio X. Por esto los números X del campo P. 
que satisfacen la ecuación (66 2). tampoco deben depender do la base. 
En realidad, no depende de la elección de la bote el primer miembro de 
(66.2). cualquiera quesea ).. aunque formalmente esta dependencia se 
ha observado. Supongamos que en cierta otro base A, /». . • . fm 
el operador A tiene la matriz A r . Conforme a (64.5). las matrices 
A, y A, están ligadas entre si mediante la correlación 
A, = Q-'A¿ 
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donde Q es una matriz regular. Ahora, con cualquier X de P encon¬ 
tramos 

del (X£ - A,) - det (kQ-'EQ - Q-*A/7) = del ( Q’ 1 (X£ - A¿)) = 
= det Q‘ l det (X£ - 4.) det Q - (det Q)~ l det (X£ - A c ) det Q = 

= det (X£ - A.). 

Al lomar en consideración la expresión del determinante de 
1» matriz en términos de los elementos de ésta, es fácil entender que 
el primer miembro de (66.2) puede sor representado en ln forma: 

det (X£ - A.) - a, + o,X + ... + + <uX». (88.3) 

Los coeficientes a ..a B » calculan de tal o cual manera según 

los elementos de la matriz A, y no dependen de X. La potencia má¬ 
xima do X sólo figura en el producto de los elemento* diagonales de 
la matriz X£ — A, y, por ello. 

a. - 1. 

Ho aquí la oí presión explícita para dos codicíenlos más. A saber, 
fl# -M)* det a„. 1 --UA.. 

Se puede suponer, en general, que al representar el determinante 
det (X£ — /!,) oh potencias de X, empleando pura ello diferentes 
métodos, obtendremos Ins expresiones de un tipo análogo al segundo 
miembro de (66.3). mas con distinto? coeficientes a,. Sin embargo, 
en lo que sigue se mostrar! qu* le suposición citada no tiene lugar. 
Loa coeficiente» en el segundo miembro de (66.3) no dopemloo do 
cómo se realiza su cálculo. Teniendo en cumia quo el determinante 
del (XA — A.) no depende de la base, llegamos n que todos los coefi¬ 
cientes (¡o, • - •. flm-i son. en realidad, las características del opera¬ 
dor A La función 

/ ÍX) - fl, 4 tf,X + . . . + H X" (66.4) 

se denomina polinomio earacleríttuo del openvlor A. 

A todo operador lineal se le atribuye un polinomio r.iraclerístico. 
Lo recíproco es también cierto. Todo polinomio del tipo (66.4) es 
característico para cierto operador lineal. A titulo del último puedo 
servir, por ejemplo, un operador cuya matriz A , tiene on alguna buso 
la forma siguiente: 
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Es fácil convencer» de esto por comprobació» inmediata, recurriendo 
al teorema de Laplace para calcular el determinante det (kF. — -4,.). 
Las matrices del tipo (66.5) « llaman matrices de Frobenius. 

Para que el número k del campo P sea el valor propio del opera¬ 
dor A, es necesario y suficiente que satisfaga la ecuación 

a# + «*X + .. • + + k m — 0, 

es decir, que sen una raíl del polinomio característico. No en cunl- 

I uier campo P ni mucho menos, todo polinomio con los coeficientes 
e P tiene aunque sea una sola raíz de P. Como ejemplo puede indi- 
careo el polinomio >.* + 1, que no tiene raíces ni en el campo de nú¬ 
meros racionales m en el campo de números realas. 

El campo P se llama algebraicamente cerrado, si todo polinomio 
con los coeficientes do P tiene al menos una raíz do P. 

Así pues, si un operador lineal actúa en un espacio dado «obro un 
campo algebraicaraonto cerrado, tiene sin falta por lo menos un solo 
vector propio. Pueden construirse los diversos ejemplos de los campos 
algebraicamente currados, no obstante, el mayor valor práctico lo 
tiene sólo uno de ellos, a saber, el campo de números complejos. 
Nuestras investigaciones más próximas están dedicadas a la demostra¬ 
ción de que dleho campo es algebraicamente cerrado. 


Ejercicio». 

1. Hálle» el polinomio raracterítlico para los operadores nulo o idéntico. 

2. Hállese el polinomio caraclartsUco para el operador da diferenciación. 

3. ¿Será seAal da Igualdad da operadores la coincidencia de lo» polinomio» 
característico* 7 

4. Demuéstrese que loe operadores con las matnca» A y A' tienen polino¬ 
mio» característico» iguales 

5. Supongamos que en cierta base el operador Ueae la matriz (66.51 Hállen¬ 
le pb la miima bu» las coordenada» de los vectoras propios. 

6. Demuéstrase que un oporador coa U msim (66.5) tiene estructura simple 
cuando, y »ólo cuando, el polinomio cerect«rf«tico cuenta con m raíce» distintas 
do» a do». 

5 67. Anillo de polinomios 

En algunos ejercicios y ojemplos 
ya hemos atraído la atención del loctor a las propiedades algebraicas 
de los polinomios. En relación con el estudio del polinomio caracte¬ 
rístico estas investigaciones serán continuadas. 

Sea dado un campo arbitrario P. Consideraremos un conjunto de 
polinomios, es decir, de funcione? del tipo 

/ (z) - a, + a.s + . . . + (67.1) 

dependientes del argumento z. que toma los valores de P. y que tie¬ 
nen los coeficientes a 9 . a a de P. Convengamos en que f (:) os un 

polinomio de grado n. siempre que a r * 0 y los coeficientes de núme- 
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ros mayores sean nulos. El único polinomio que no tiene grado deter¬ 
minado os aquel cuyos coeficientes son todos ¡guales a cero. Llamé¬ 
moslo polinomio nulo y lo designaremos con el símbolo 0. 

Dos polinomios se considerarán Iguala, si son iguales todos sus 
coeficientes do los argumentos de potencias iguales. 

Sean dados, ahora, los polinomios / (z) y g (z) de grados n y t 
respectivamente. Denotemos 

/ (x) + a K ?, 

(67.2) 

g (x) * + M + • . . + fr.-,**-' + bjf 

y supongamos, para concretar, que n> $. Se denomina suma / (a) + 
+ g (z) de los polinomios / (x) y g (s) el polinomio 

I (*) + g (x) - e# + f|* + ... + «.-,**•' + c,x". 

donde c¡ ■» a, -f b¡ para todo i s¿ t. y c¡ ~ a¡ para todo l > x. 
La potencia do la suma de los polinomios as igual a n. ai n > s, 
poro será inforíor a n, para n — x. siempre que b n - — a,. 

Se llama producto / (z)-g (x) de ios pollnomlot / (x) y g (x) ol poli¬ 
nomio 


/ Í*W (*) - 

donde 


d , + d,s + . .. + d ....,*-- 1 




V 

*-T- 


a k b, 


+ d.*.x-\ 


para 1 — 0. I. . n + t. El coeficiente d, es la suma de productos 

de Aquellos coeficientes de los polinomios / (x) y g (x) cuyos Índicos, 
siendo sumados, dan I. Por ejemplo. 

d, - d,*, — a m b,. 

De la última igualdad *e desprende que d... afc 0. por lo cual la 
potencia del producto de polinomios no nulos es igual a la suma de 
potencias do los factores. Por consiguiente, el producto de los poli¬ 
nomios no nulos es un polinomio no nulo. 

Como caso particular del producto de los polinomios interviene 
el producto af (x) del polinomio f (x) por el número a. puesto que un 
número no nulo puede considerarse como un polinomio de grado nulo. 

El conjunto de polinomios con las operaciones introducidas más 
arriba representa en sí un anillo conmutativo. No nos detendremos en 
la comprobación de la validez de todos los axiomas. 

teorema *7«. Para cualquier polinomio I (:) y el polinomio no 
nulo g (z) pueden hallarse los únicos polinomios q (x) y r (z) tales que 
se verifica la ecuación 


/ (s) = t (x) 9 (*) + r (x). 


(67.3) 



CAP. I POUNOMIO CARACTERISTICO 


230 


con la particularidad de que el grade de r (i) es Inferior al de g (*) 
o bien r (*) = 0. 

demostración. Supongamos que los polinomios / (*) y g (*) son 
de grado r» y *. Si n < s o bien / (*) — 0. enloncos en la descomposi¬ 
ción (67.3) podemos hacer q (:) - 0. r (*) «= / (*). Supongamos, por 
esto, que s. 

Representemos los polinomios / (s) y g (x) conforme a (67.2) y haga¬ 
mos 

/W—fc-i-lM-/•(*)• (67.4) 

Supongamos que el grado del polinomio j x (x) es igual a /i,, y su coefi¬ 
ciente mayor ea o!,','. £a obvio qu«n,<n. Si n,> i, hagamos 

•—■*<•>-f»w- < 67 - 5 > 

Designaremos medianto iu *1 grado y mediante a;**, el coeficiente 
mayor del polinomio /, (s). Si n*> «, hagamos otra ves 

/.W--^ < C7 - 9 > 

etc. 

Los grados do los polinomios /, (x), /» (x), . . . van decreciendo. 
Por ello, realizados un número finito de pasos, llegaremos a la igual¬ 
dad 

/a-. (*)-(*) • /* (*). (67.7) 

en la cual el polinomio /» (x) o bien es nulo o bien su grado n» es infe¬ 
rior a #. En este momento el proceso so para. 

Sumando ahora todas las igualdades del tipo (67.4) — (67.7), 
obtendremos 

tu 

/(,)-(^=-í (»)-/, w- 

Esto es testimonio do que los polinomios 

gtn a£*' 1 

?(x)»^-*" , + -¿-* ,,, “ , + ... H-g*-*"*- 1 ’ t '(*)“/*(*) 

satisfacen la igualdad (67.3), con la particularidad de que o bien 
r (a) •» 0, o bien el grado del polinomio r (x) es inferior al grado 
do g (x). 

Demostraremos ahora que los polinomios q (z) y r (:), que satis¬ 
facen la condición del teorema, son únicos. Supongamos que existen 
además los polinomios q' (x) y r' («), para los cuales 
/(*)-* &)✓« + *'«. 



s «7. ANILLO DE POLINOMIOS 231 

con la particularidad do que o bien r' (a) = 0, o bien el grado do 
r' (s) es inferior al grado de g (:). Entonces 

g « <í <*) - 1' (*)) - ✓ <*) - r (*). (67.8) 

El polinomio en el segundo miembro de esta igualdad o bien os 
nulo o bien su grado es inferior al grado de g (x). Mientras tanto, el 
polinomio en el primer miembro tiene, cuando q (s) — q' (s) 0, 

un grado que no es inferior al grado de g (<). Por este ratón, la igual¬ 
dad (67.8) se verifica sólo en el caso en que 

? to “ ?' (*). r (t) = r* (*)• 

El teorema queda demostrado por completo. 

El polinomio q (x) se denomina cociente de la división de / (x) 
por g (x), y r (x) es el resto de la división. Si el resto es igual a cero, 
diromos quo / (s) se divido por g (i) y el propio polinomio g (x) so 
llamará divisor del polinomio / (x). 

Consideraremos la división de un polinomio arbitrario no nulo 
f (i) por un polinomio de primer grado t — a. l eñemos 

/<x)-(x-«)q(x) + r(i). (67.9) 

Puesto quo el grado de r (x) debe ser inferior al grado del polinomio 
s — a, entonces r (x) es un polinomio de grado nulo, es decir, uno 
constante. Esta constante so puede determinar con facilidad. Susti¬ 
tuyamos en el primero y segundo miembros de la correlación (67.9) 
: “> a y encontramos que r (x) » / («). Asi, 

/(*)-(*-«)*<«) +/(a). (67.10) 

Para quo el polinomio / (x) se divida por el polinomio x — a, 
es necesario y suficiente que f (a) — 0. Los números a, para los cua¬ 
les / (a) — 0, suelen llamar*» ralees del polinomio / (t). De este modo, 
lo búsqueda do todos los divisores lineales del polinomio os equiva¬ 
lente a la búsqueda de todas sus ralees. 

El empleo de la fórmula (67.10) permite hacer la siguiente deduc¬ 
ción. Para todo número a do P un polinomio / (x) de grado n puede 
ser representado do un modo único en forma de la descomposición 
on potencias (x — a): 

f (t) - A 9 + A x (x - a) + -.. + A,., (r - o)"-* + 

+ A„ (x — o)", (67.11) 

donde A 0 . A ñ son los números de P. 

La oxistencia de aunque sea una sola descomposición (67.11) se 
establece de un modo relativamente sencillo. Al dividir / (z) por 
(x — a), obtendremos el cociente g, (x) y el resto A 0 , relacionados 
mediante la igualdad 

/ (!) = (! — a) ?, (i) + A,. 


(67.12) 
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Si el grado do q, (x) es nulo, la descomposición (67.11) queda obteni¬ 
da. En cambio, si el grado de q, (z) es distinto do cero, entonces al 
dividir q, (x) por (s — o), tendremos 

(67.13) 

Reuniendo (67.12). (67.13), encontramos 

/ (*) - <* - «)*9. (*) + A x («- a) + A,. 

Cuando sea necesario, dividimos otra vez q t (x) por (x — a), etc. 
Como los grados de los cocientes q, (x), q t (s). . . . decrecon de manera 
sucesiva, ol proceso se parará dentro de n pasos, dando por resultado 
la descomposición (67.11). 

Supongamos ahora que la descomposición dol mismo tipo so 

ha obtenido de algún otro modo >• tiene los coeficientes A[ . A' n . 

Al designar 

qi (*) - A\ + Aí.i (* - «) +... + A'i (s-fl) n -' 
parn t ~ Q, 1, .. n. Concluimos que 

7í(»)-(*~«)?í*i(«)+^í- (67.14) 

En este caso, naturalmente. q' 9 (:) - / (i). Comprando (67.12) y 
(67.14) para i 0. y tomando en consideración la unicidad del co¬ 
ciente y del resto, llegamos a la conclusión de que A, — A' t . q t (x) m 
■e q[ (i). De modo análogo se demuestra que los otros coeficientes 
son también iguales. 


Ejercidos. 

1. Domucitrne que eo el anillo de polinomio» do hay divisores do cero. 

2. Supongamos qua para cíanos polinomios se verifica la igualdad / (i)q> (i) — 
- t (I) <? (f). Demu&imo quo ai % (r) * 0. entóneos / (il - g («). 

3. Demuéstrese quo los polinomios no nnlos / (i) y t U) •» dividen uno 
por otro cuando, y sólo cuando, t (j) - aj (i) para el número a no nulo. 

4. Supongamos quo cada uno de loa polinomio» /, (•>. (a) M divide 

... .ii*.+ v..«* , j fc as 


p(«). Demuéstrese que el polinomio /, (i) fl 


dondo g, («). . . .. r» («) so» «»«»» polis 

'“Ü4-OU. 


.. .. Ik («) 

ilos arbitrarios, también se 


strase que n ki i 1 


polinomio / (i) los coeficientes «. y coinciden 


(87.1). (67.11) para un mismo 


§ 68. Teorema fundamental 
del álgebra 

Procedamos a demostrar una de 
las más importantes afirmaciones, es decir, el teorema acerca do 

! uo el campo de números complejos es algebraicamente cerrado. 

ste teorema es de amplio uso en las más diversas ramas de las mate¬ 
máticas. En particular, en este teorema está basada toda la teoría 
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ulterior de los operadores lineales. Conforme a la tradición estable¬ 
cida. se llamará teorema fundamental del álgebra. 

Así pues, hemos de mostrar que todo polinomio de grado n > 1 
con coeficientes complejos tiene al menos una raíz que es, en el caso 
general, compleja. Consideraremos al principio unos polinomios do! 
tipo especial. A saber, 

/ (z) ~ <i - z". (68.1) 

Representemos los números complejos z en la asi llamada forma 
triangular 

s — r (eos <f + / sen q). 

Aquí, r es un número no negativo, llamado módulo del número z, 
y q es un número real llamado argumento del número z. Está claro 
que para todo númoro z el módulo esté definido unívocamente. Para 
los números z no nulos el módulo está definido, salvo un número 
múltiple de 2n; par» z » 0 el argumento no esté definido. Formando 
el producto de dos números complejos 

z - r (eos q> -f- i sen q), v »• p (eos q + i sen q). 


encontramos 

n* — rp (coa q + t sen q>) (eos q + i sen q) — 

- rp (eos (q + *) -I -1 sen (q -f q)). 
Do aquí deducimos que • 

z* — r* (eos nq + / sen nq). 

Esta igualdad lleva el nombre de Motore. Permite hallar con 
facilidad las rafees de la ecuación (68.1). En efecto, supongamos qun 
el número complejo o está representado en la forma triangular 
a ** a (eos 0 + f>arn 6). 

La ecuación 

a - *“ - 0 

respecto de z es equivalente a la ecuación 

a (eos 0 + I sen 0) = r* (eos nq 4- I sen nq.) 


respecto de r y q. Mas. la última ecuación tiene, a ciencia cierta, 
tales soluciones para * — 0. 1.2. n — i: 


r— + y*. 


•f 


fl + 2 «n 


Por consiguiente, los números complejos 

«»=+/5(cMÍ^Í4lseníÍÍÜ) (68,2) 

son les raíces de la ecuación (68.1). Llamaremos estos números raíces 
de n-ésimo grado del número a y las designaremos mediante el sím- 
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bolo general 

Ahora, sea dado un polinomio arbitrario i ( 2 ) con coeficientes 
complejos. Considerarémoslo como una función compleja del argu¬ 
mento complejo z. Para tales funciones, al igual que para las fun¬ 
ciones reales de un argumento real, pueden introducirse las nociones 
de continuidad, derivada, etc. De éstas no todas las nociones las 
necesitaremos en una medida igual, pero todas ellas se basan en o! 
ompleo de la completitud del espacio de números complejos. 

Una función compleja uniforme / ( 2 ) del argumento complejo x 
se llama continua en el punto si para todo número e > 0. tan 
pequeño como so quiera, existe un ó > 0 tal que para cualquior núme¬ 
ro complejo 2 que satisface la desigualdad 
l * - 2.1 < a 

tendremos 

I/W-/WK». 

La función / ( 2 ). continua en todo punto del campo de definición, 
se denomina continua en todo punto o, simplemente, continua. 

irma w.i. El polinomio / (2) con coeficientes complejos es una 
función continua del argumento complejo t. 
demostración Sea 

/(*)-fl, + fll s + ... + (68.3) 

y supongamos que z 0 es un número complejo arbitrario fijado. Desig¬ 
nemos h - 2 — x 0 . Mostremos que para cualquier número « > 0, 
tan pequeño como so quiera, se puede hallar tal ó > 0, quo, siendo 
| h | < A, se cumpla la desigualdad !/(:) — / (*#) | < e. 

Al desarrollar el polinomio dado 1 (t) en potencias de (z — z 0 ), 
obtendremos 

/ (») = A, + A, (r - s.) + ... + A, (x - «J*. 

Puealo quo A, = / («,) y (« — s,) osló designado con k, resulto 
/(«. + *>-/(».)- A,k + ... + AJC. (68.4) 
'Do aquí proviene que 

l/(»e + *)-/MI<M,IIM + ... 

... + M,||*r = A(|A|). (68.5) 

La (unción real A (| h |) es un polinomio con coeficientes reales 
I | respocto de la variable real I h |. Según se sabe del curso del 
análisis matemático, A (| k 0 es una función continua en todo punto 
y. en particular, cuando | k | = 0. Como A (0) = 0, por e > 0 
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dado se puede hallar lal ó > 0 que para 

I h J < 6 (68.6) 

tendremos 

A (¡ * I) < í. 

Tomando en consideración la desigualdad (68.5), concluimos que si 
se cumplo (68.6). se cumplirá también la desigualdad 
|/(«e+*)-/WI<«- 

corolario. El módulo de un polinomio es uno Junción continua. 
Dicha afirmación se deduce inmediatamente de la siguiente co¬ 
rrelación: 

ll/WI -I/(*#)■< I / (i) — / M I- 

COROLARIO. Si una sucesión de números complejos (z*> converge a x„ 
para todo polinomio / (s) 

lema ae.i Si el polinomio / (a) de grado n > i no te anula cuando 
x - s a . entonces siempre existe un número complejo h lal, que 

|/<s,+A) ICI/W I. 

demostración. Examinomos nuevamonto el desarrollo (68.4). 

Supongamos que entre los coeficientes A,. A .. A n el primer 

coeficiente distinto de cero es A*. Tomemos 

*-« y (68.7) 

donde a título de raí* do la *-áalma potencia se toma cualquiera 
de loa valores de este coeficiente y 

0 < * < 1. (68.8) 

Designaremos 

•>-*> c/^r- 

Ahora, teniendo en cuenta (68.7), (68.8), de (68.4) encontramos 

I /(*. + ») I - I / W - <7 (■.) + ■'•'fl... + | < 

< I (i - <*) IM 1 + «*•■ l«... | + ... + r IR. I ■* 

- (i - «*) I / W I + «*•■ | *.« I + • • ■ + f I». I - 
= i / <*.) i + «* (-!/(*,) i +« ir.., ! +... 

... +!■-* |S. o - I / M I + 

En definitiva tenemos 

1/(4 t*>I<I/WI+ «’*». 
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La función b (I) es un polinomio con coeficientes reales y el argu¬ 
mento real X. Es una función continua. Pero. B (0) — — | / (z # ) | < 
< 0, razón por la cual, en virtud de la continuidad de B (I), existe 
tal t 0 dentro de los limites 0</ t < 1. que B (t¿) será también 
negativo. Para el número complejo h . que se determina mediante 
el número X,. de acuerdo con (68.7) obtendremos 
!/<*• + *)l«£!/(*•>! I *:*«.)< !/(«.)!. 

lema m i Para lodo polinomio / (r) de grado n > 1 y (mía suce¬ 
sión infinita de números completos {:») se verifica la correlación limite 
lim 1/í**)|= + oo. (68.1); 

demostración Consideraremos el polinomio (68.3). Para cual¬ 
quier i^O encontramos 

i/mi> i.,n.r (*-|-5r|i«r—• ■ • - 

Puesto quo la sucesión (s A ) es infinitamente creciente, entonces 

lim |»*f — +oo. 
a-*» 

Fl segundo miembro de la correlación (68.10) es una función real, 
por lo cual calculamos 



Pero, para el otro factor de (68.10) tenemos 
»»m |a.||sj-- +oo. 

I*i'— 

Por consiguiente, la correlación tC8.9) os válida. 

teorema ui (teorema fundamental del álgebra). Todo polinomio 
f (z) de grado n > 1 con coeficientes completos tiene por lo menos una 
rali, que es, en el caso general, eomplefo. 

demostración Consideraremos un conjunto de toda clase do 
valores del módulo del polinomio / (r). Puesto que | / (s) | > 0, 
esto conjunto está acolado iníerlormente. Del curso del análisis 
matemático sabemos que cualquier conjunto no vacio de números 
reales, acotado inferionnento, tiene la tola inferior exacta. Supon¬ 
gamos quo para el conjunto de valores | / (s) | esta cota es /. Esto 
significa quo para cualquier número natural k se puede hallar tal 
número complejo z* que 

0 < !/(*,) |-/< 2 -*. 

De Bquf se deduce que 


( 68 . 11 ) 
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Si suponemos que la sucesión fx k ) no está acotada, so podría olo- 
R ¡r do olla una subsucesión infinita mente grande y, de acuerdo 
con el loma (68.3). la correlación (68.11) no podría verificarse. Por 
esta razón la sucesión (i,) es acotada. Elijamos de ésta una subsu¬ 
cesión convergente {x»J y supongamos que 

Conforme al corolario del loma 68.1. el módulo de un polinomio 
es uun función continua. Por consiguiente. 

Km 

V*“ 

Si l ¥> 0. del lema 68.2 se desprende que oxisto tal número z 0 . 
para ol cual ! / (xi) I < I. Esto contradice a que l es la cota inferior 
oxacta de los valores del módulo del polinomio, ratón por la cual 
i -0. 

Así pues, hemos probado la oxistencia de un númoro comploro x 0 
tal, que | / (x 0 ) | ~ 0. ó. lo que es igual, 

/(*.)- 0 . 

Esto significa que es la rali del polinomio / (*). 


Ejercicios. 


1. Demuéstrase que el conjunto de todas las raicee de n-éaiiuo grado del 
número complejo 1 forma no grupo conmutativo de multiplicación 

2. Demuéstrase que pare que una sucealón de número* complejos (s*) 
sea acotada, » necesario y suficiente que la sucesión (/ (i*)) a*a acotada por 
lo menos pare un polinomio I (ii de grado * i. 

3. Demuéstrese que para cualquier polinomio / (i) de grado y lodo 

número complejo *, eri«te un númoro complejo K tal que I /(** + *) I > 

> * 4. f *l)emué.itrase que todas las raíce* del polinomio (M.*) se hallan dentro 
del anillo 


C+rilr - 1 


' <|.| <( 1-f mi* I 
\ k'm I 


5. Higiéndoeo por el mismo esquema qne se he usado para los números 
complejos, fritase de «demostrar» que el campo de números rea los os algebraica¬ 
mente cerrado. ¿En que lugar la «demostración» no tiane analogía? 


§ 69. Corolarios del teorema 
fundamental 

Del teorema fundamental so de¬ 
duce toda una serie de corolarios. Consideraremos los más impor¬ 
tantes do ellos. 
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El polinomio / (;) de grado n > 1 con coeficientes complejos 
tiene por lo menos una raíl t¡. Por esto, i (z) puede ser descompuesto 
así: 

/ (x) - (t - x,) q (s). 

donde q (:) es un polinomio dr grado n 1. Los coeficientes de) 
polinomio q ( 2 ) son. como antes, números complejos. Por consi¬ 
guiente, q (:) tiene la raíz i, (siempre que n > 2) y 
9(«) “ (x — *,)*(*), 
de donde se deduce que 

/(*)- (x-z,) (*-«,)*(*). 

Continuando este proceso, obtendremos la descomposición del poli¬ 
nomio en un producto de factores lineales: 

/ («) - 6 (t - «,) (■ — i.) . . . if — «.), 
donde ó es uji cierto número. Abriendo los paréntesis en el segundo 
miembro de ia descomposición obtenida y comparando los coeficien¬ 
tes de las potencias con los coeficientes o, del polinomio / (t). llegamos 
a la conclusión do que b — e„. 

Entre los números . .. pueden haber números iguales. 

Supongamos, para simplificar, que x,.x, son distinto* dos 

a dos, mientras que cada uno de lo* número* x, 4J . •» iffual 

n uno do los primeros. En este caso el polinomio / (x) puede escribirso 
en la forma. 

/(*)-«.(*-*,)». (*-*x)*'... (*-*,)*'. (69.1) 

donde cuando 1 /, y, adomás, 

t» + *« + ...+ 4 r ■ ». 

La descomposición (69.1) se denomina deecompotlción canónica del 
polinomio /(*) en tactores. 

Para el polinomio / (z) la descomposición canónica es única, 
salvo el orden en que se disponen los factores. En efecto, supongamos 
quo a la par con la descomposición (69.1) oxiste otra descomposición 
canónica, por ejemplo 

En este caso seri verídica la igualdad 

(* - ,,)*• (*-*,)*....(*- «,)* - (* - v,Y> (s - ...(*- y m )K 

(69.2) 

Observemos que la totalidad de los números a,.*, debe coin¬ 
cidir con la de los números o,.i» m . Si. por ejemplo, a, no es 

igual a ninguno de los números o,. v m . entonces, el sustituir 
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s = r, en (69.2), obtendremos tero en el primer miembro de la igual¬ 
dad. mientras que en el segundo miembro, un número diferente do 
cero. Así pues, si existen dos descomposiciones canónicas del poli¬ 
nomio f (r). la igualdad (69.2) sólo puede tener esta forma: 

(*-«,)*— («-«,)■' («-«d 1 '... (z-i,) 1 '. 

Supongamos, por ejemplo, que *, ■** /, y sea. para concretar 
fc, > f,. Al dividir ambos miembros de la última igualdad por ol 
mismo divisor (x — *,)'•, llegamos a que 

(g - s,)*•-*• («- *)*•... (x-x,)*- (s- «.V* • • • (*- *')''• 

Otra vsz. al sustituir aquí a - t,. vemos que en el primer miembro 
de la igualdad figura cero y en el segundo miembro, un número 
diferente do caro. De este modo, la unicidad de la descomposición 
canónica queda demostrada. 

Si en ia descomposición canónica (69.1) *, «* 1. entonces la reír z, 
se llama simple; en cambio si *, > 1. entoncea la raíx a, so denomina 
múltiple. El número k, llevo el nombre de multiplicidad de la raíx t,. 
Ahora podemos enunciar una deducción muy importanto: 

Todo polinomio de grado n > 1 con coeficientes complejos tlrne 
n ralees, si cada upa de las raíces te cuenta tantas i'tcet cual es su mul¬ 
tiplicidad. 

Un polinomio de grado nulo no tiene raíces. El único polinomio 
que tiene un número tan graudc como w quiera de raleo* distintas 
do» a dos es ol polinomio nulo. Haciendo uso de lo citado, podomos 
enunciar la deducción siguiente: 

Si dos polinomios f (:) y g (*) de grado no superior a n llenen valores 
Iguales para más de n diferentes valores del argumento, todos los coefi¬ 
cientes correspondientes de dichos polinomios serán Iguales entre sí. 

En efecto, el polinomio / (x) - g (s) tiene, por hipótesi», más do 
n raíce». Pero su grado no es «upenor a n. por lo cual / (:) — fc (*) “ 0. 

Asi pues, un polinomio f (s). cuyo grado no os superior n n. so 
determina completamente mediante sus valores para cunlesquiora 
n + 1 diferentes valona del argumento. Esto permito restablecer 
el polinomio por medio de sus valores. No es difícil señalar la forma 
explícita do este polinomio "restaurador'. Si el polinomio / (x) 
toma, para los valores del argumento a,. .... a,.,, los valores 
/(a,). . .. /(a,.*,). entonces 

*41 

m- 2 

i-i 

Está claro que el grado del polinomio en el segundo miembro no 
es superior a n. y en los puntos x — a, ol polinomio toma los valo¬ 
res / (a,). Un polinomio construido do esta manera s© denomina, 
polinomio de interpolación de Lagrange. 


' («—o,)... i;-ai.,)f«—« m) ... 

' «a,* 
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Examinemos ahora un polinomio / (x) do grado n y supongamos 
que x„ . ... x a son sus raíces escritas tantas veces cual es la 
multiplicidad de cada una de ellas. En este caso 
/ (x) - (x - s.) (x - s,) ... (x - x„). 
Multiplicando las expresiones oncerradas entre paréntesis que figu¬ 
ran en el segundo miembro, reduciendo los términos semejantes y com¬ 
parando los coeficientes obtenidos con los de la expresión (68.3), 
podemos deducir las siguientes igualdades: 

- -(««+*,4-...+í,). 

«*V». - + («* + =><,+ ... + «,!. + ... + 

•ihV».-(W*+W»+... 


a,/a,-(-I)-!(1,1,... ... ,„) 

Estas igualdades se llaman fórmulas da Vi'tU y expresan los coefi¬ 
cientes de un polinomio en términos de sus raíces. 

En el segundo miembro de la fc-ásima igualdad figura la suma 
do toda clase de productos de k raíces tomada con ol signo mis o el 
signo monos, on dependencia de si « par o impar ol número k. 

En lo sucesivo nos serio útiles algunos corolarios del teorema 
fundamental del álgebra referentes a los polinomios con coeficientes 
reales. Supongamos que el polinomio 

/ (*) - a, -f a,s + ... + o,:* 

con coeficientes reales tiene una raíz compleja v (pero no real), es 
decir, 

a* + a»!» + . .. + a,v" — 0. 

La última igualdad no se violará, si todo» los números en ella so 
austituyon por los números complejos conjugados. No obstante, 

los coeficientes a 9 .a, y el número 0, siendo números reales, 

quedarán en esta sustitución intactos. Por ello 

es decir, / (ü) — 0. 

De este modo, si un número complejo (pero no real) v es una 
raíz dol polinomio / (x) con coeficientes reales, entonces ol número 
complejo conjugado v también será raíz de f (x). 

De aquí se deduce que el polinomio l (i) se dividirá por un tri¬ 
nomio de segundo grado 

9(x) — (x— o)(x— v) -x »—(o + v)z + vv, 
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cuyos coeficientes son reales. Haciendo uso de este hecho, demostre¬ 
mos quo las raíces v y v son de la misma multiplicidad. 

Supongamos que la multiplicidad de ellas es k y /. respootiva- 
mence. y. por ejemplo, k > /. En este caso / (z) se divide por oí 
/-¿simo grado del polinomio «p (z), es decir, 

/(*)-<»{(*)•*(*). 

El poliuomio q (a>. representando en si un cociente de dos polino¬ 
mios con coeficientes reales, tiene también coeficieolos reales. Por 
hipótesis, el número v debe ser la raíz do multiplicidad (k — l) de 
este polinomio que no tiene raíz igual a v. Do acuerdo con lo demos¬ 
trado anteriormente, esto no es posible, razón por la cual k =» /. 
De este modo, todas las rateos complejas do cualauier polinomio de 
coeficientes reales son complejas conjugadas dos a dos. De la unicidad 
de la descomposición canónica proviene la siguiente deducción. 

Todo polinomio con coeficientos reales puodo ser representado, 
salvo el orden en qno so disponen los factores, de un modo único en 
forma del producto de su coeficiente mayor y los polinomios con 
cocíiciontos reales. Los últimos polinomios ttonon sus coeficientos 
mayores equivalentes a uno y son lineales, si corresponden a las 
rateos reales, y cuadráticos. cuando corresponden a un par de raíces 
complojas conjugadas. 

Por fin, viene la deducción más importante, en aras do la cual, 
en esencia, so demostraba el teorema fundamental del álgobru. 
Supongamos que ol operador lineal A actúa en un espacio compiojo. 
Los valores propios de este operador, y sólo ellos, son las raícoa del 
polinomio característico. Conforme al teorema fundamental, el ope¬ 
rador A tiene por lo monos un valor propio k. Por consiguiente, 

Todo operador lineal que actúa en un espacio complejo lineal tiene 
por lo menos un vector propio. 

Ha do ser observado que si el operador A actúa on un espacio 
real y racional dicha deducción ya no es justo. 

En relación con los valores propios se empleará la misma termi¬ 
nología que se ha aplicado respecto a las raíces del polinomio En 
particular, un valor propio se llamará simple, si es una raíz simple 
del polinomio característico y se denominara múltiple, en ol caso 
contrario. Se llamará multiplicidad del valor propio >. la multipli¬ 
cidad de k, al intervenir ésto on calidad de raíz del polinomio carac¬ 
terístico. 

Ejercicios. 

1. Demuéstrese que si el numero complejo a u, para lodo núnioro natu¬ 
ral n solo existen n números complejo* distintos, cuya n-éirae potencia ea 
igual a a. 

2. ¿De que modo estén ligadas entre sí tas raíces de los polinomios / (s) 
y / (a — el, donde e es un número complejo? 
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3. Supongamos que «1 polinomio / (*) con coeficiente* reales, de grado 
oo superior a „ toma los valora* iguales para a + 1 distinto* valores del argu¬ 
mento. Demuéstrese que / (s) o un jolinomio de grado nulo. 

4. Demuéstrase que cualquier polinomio da grado Impar, con coeficientes 
reales, tiene por lo menos une raix real. 

5. Demuíatreeo que el polinomio / (i) tiene por lo menos una raix en cada 
uno de los dos <o.o.nlos 

6. Derauáatrero que o. ocoredor A ea de ratructur. unirlo. cuanoo. y »lo 
cuando. . todo valor propio lo eorraepoodeo tonteo valorea propio. Iinaolmcoto 
lodopendlantaa euol eo la otulUplreldod do 1. 
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5 70. Subeapaeíos invariantes 

Las Investigaciones que siguen 
ao reelisarén bajo el supuesto de quo el operador linoal viene dado 
en un espacio complejo X. Como yo se ha Indicado antes, dicha supo¬ 
sición asegura que para cualquier operador lineal existe al monos un 
vector propio. 

El aubespaclo L de un espacio lineal X se denomina Invariante 
respecto dol operador A, si para todo vector x do L su imagen Az 
pertenece también a L. 

Todo operador lineal tiene al monos dos subespacios invariantes 
triviales: ol subeapacio nulo y todo el espacio X. Significación esoncial 
sólo tionon los subeapaeíos invariantes no triviales. A los subwpo- 
cios somojantes portenecon, por ejemplo, los subospacics propios. 
Como en un espacio Urea! complejo cualquier operador tiene, a cien¬ 
cia cierta, por lo monos un vector propio, cualquier operador en tal 
espacio tiene obligatoriamente al menos un subespacio invariante 
no trivial. 

Ea fácil comprobar que para todo operador A el campo de valorea 
T A y el núcleo N A serán subeapaeíos invariantes. Estos subespacioa 
son triviales cuando, y sólo cuando, el oparador A sea regular o nulo. 

Si L m un aubespacío invariante, existen varios métodos por 
medio de los cuales se puede construir un subospacio complementa¬ 
rio M tal que X ■ L + Aí. Sin embargo, entro estos subespacioa 
complementarios puede no haber ninguno que sea invariante. Ed 
cambio, si existe aunque sea un solo subespacio complementario 
invariante, podemos hablar sobre la descomposición del espacio 
en una suma directa de subespacios invariantes. 

El conocimiento de algún subespacio invariante y más aún, de 
la descomposición del espacio en una suma directa de suhespacios 
invariantes permite construir una base en la cual la metris dol ope¬ 
rador tenga la forma más simple. Supongamos que el operador A 
tieno en el espacio m-dimensional X un subespacio invariante L 
do dimensión n. Elijamos en X una base e,, e t , . ... e m de tal modo 



i*U •♦!••• •■♦I. 



Por regla general. las matrices de este tipo se escriben en la así 
llamado forma ctlular. A saber. 



Aquí. A„ os una matriz cuadrática de orden n. A tt us uua matriz 
cuadrática de orden m - n. 0 *s unn matriz nula de dimensiones 
(m — n) X n, y A„. la matriz de dimensiones n X (m — n). 

Supongamos ahora quo el espacio X está descompuesto en suma 
directa do los subespacios invariantes L y M. Elijamos en X uno 

tase e t , fc.e M de modo tal que los primeros n vectores de la 

baso pertenozcan a L y los demás m — n vectores pertenezcan a M. 
En esto coso las Imágenes Ae¡, . . . Ar, pueden descomponerse 

sólo según los vectores e,.mientras que las imágenes 

Ae„+,. Aí,. sólo según los vectores .e„. La matriz 

Att en (70.1) será, evidentemente, nula. Por esta razón la matriz A, 
dol operador A en la base considerada tendrá una forma aún más 
simple. A saber. 



Supongamos que la operación del operador A se investiga sólo 
en los vectores del subespacio invariante L. Si x £ L, se tiene Ax £ L. 
Por consiguiente, podemos considerar que el operador A genera en L 
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otro operador A | L definido por la igualdad 
(A \ L)z-Ax 

para todo x 6 L. El operador A \ L se denomina operador inducido, 
generado por el operador A. Con relación al operador A \ L, el opo- 
rador A se llama generador. Por ser el operador A lineal, el operador 
inducido será también lineal. El operador inducido A \ L coincido 
con el oporador generador A en el subespacío invariante L y no 
eató definido fuera de L. De este modo, dichos operadores so dife¬ 
rencian, principalmente, por el campo de definición. 

A pesar de que la introducción del operador inducido parece sor 
algo artificial, éste representa en ai un aparato auxiliar muy cómodo 
on la ejecución de las más diversas investigaciones. Por ejemplo, 
un operador inducido, al igual que cualquier otro operador lineal, 
tiene por lo menos un vector propio. Pero, como dicho operador coin¬ 
cide con el operador generador en su campo de definición, esto signi¬ 
fica que: 

Todo operador lineal llene en cualquier subespacío Invariante por 
lo menos un vector propio. 

Si un espacio está descompuesto en una suma directa de r subespa- 
cios invariantes, el operador lineal tiene por lo menos r vectora» 
propios linealmente independientes. 

Está claro que todo valor propio y lodo vector propio de un ope¬ 
rador inducido son, respectivamente, el valor propio y el voctor 
propio del operador generador. Resulta menos evidente el 

teorema 7i)i El polinomio característico de un operador Inducido 
engendrado en un subespacío no trivial es el divisor del polinomio carac¬ 
terístico del operador generador. 

DEMOSTRACION. Supongamos que el operador inducido A \ L 
aetá definido on el subespacío invariante L. Elijamos nuovamento 

en ol espacio X una base e,.c m de tal modo que los vectores 

e,. e n compongan la base en I.. Si la matrix del operador gene¬ 

rador es A, de (70.1), la matriz del operador inducido A ' L es A,, 
de (70.1). El polinomio característico para el operador A es igual 
a det (XE — A # ); para el operador A t L el mismo es igual a dot (XE — 
— A„). Aplicando el teorema de Laplace para el desarrollo del doter 
minante det (XE — A r ) por las primeras n columnas, encontramos 

(XE—Att —A,. 

det (X£—A«) = dat ^ Q m - a„) ~ dfi {)íB ~ Au) * 

X det (XE-A„). 

La igualdad obtenida significa precisamente la validez de la afirma¬ 
ción del teorema. 

La determinación de todos los valores propios del operador A 
se reduce a la búsqueda de todas las raíces del polinomio caracte- 
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ríscico. Si el operador A tiene un subespacio invariante no trivial, 
entonce?, de acuerdo con el teorema 70.1. la tarea puede ser reducida 
a la búsqueda de todas las raíces de dos polinomios de grados infe¬ 
riores. Si el operador inducido tiene por sí mismo un subespacio 
invariante no trivial, el proceso de descomposición del polinomio 
característico en factores puede ser continuado. 

Ejercicios. 

1. Demuéstrese que U eurae y U interneción de loe subeepacios invariantes 
eoa unos subeepacios Invariantes. 

2. Demuéstralo que el el oparador A as regular, an tonco» cualquier operador 

inducido os también regular .... 

3. Demuéstrase que el al operador A m de estructura simple, cuelqulor 
operador inducido es también de eetnxture simple. 

4. ¿En qué caso el eubeepeeio invariante de un operador de estructura 
simple seráJa suma directa de loe subeepacios propios? 

5. Demués trivio que n aunque sea uno de loe «ubmpecioi Invariante» del 
operador A esté privado da un subeepacto Inveriaota complementario. A no 
puede ser operador de estructura simple. 

8. Demuéstmio que si el operador /te«de estructure elraplo, el campo de 
valoras y el núcleo estén privados de rectoral no nulo» comunes. 

7. demuéstrese que si un subaspeclo « Invariante respecto del operador A 
aeré invariante también respecto leí operador **E -t- o,4 + ... +- « p A*. 


| 71. Polinomio operaclonal 

Uno do los métodos más impor¬ 
tantes pora construir subospacios invariantes de un operador lineal 
consisto on ol ompleo de los polinomios con coeficientes complejos. 

Supongamos quo ol operador lineal A actúa en el ospacio com¬ 
plejo X. Elijamos uo polinomio arbitrario 

tp (x) - a, a t s + ... + a,* 

con coeficientes complejos y consideremos un operador lineal 

^)o^ + M + .„ + M p - 

Esto operador actúa en el espacio X y se denomina polinomio ope~ 
racional o polinomio del operador A. 

Fijemos el operador A y construyamos el conjunto de todos los 
polinomios oporacionales que dependen de A. Puesto quo el conjunto 
do todos los polinomios es un anillo conmutativo, lo sorá también 
el conjunto do todos los polinomios operacionales. En particular, 
de aquí se doduco qne 

'(«M-Af (4) 

para cualquier polinomio 9 (z). La eonmutativldad de un anillo de 
polinomios operaclonales desempeña un papel exclusivamente Importante 
en todas tas investigaciones a seguir. 
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Es fácil mostrar quo ol campo de valores 7\ de lodo polinomio 
operación®! q> (A) es un subespacio invariante para el operador A. 
En efecto, sea z £ T 9 . Esto significa que x = y (A) y para cierto 
y 6 X. Por ser A y f (4) conmutables, tenemos 
Az — ¿9 (X) y = y (A) My). 

Por consiguiente, el vector Az es el resultado de aplicar el operador 
y (4) al vector Ay 6 X, es decir, Ax 6 T 9 . 

El núcleo ¿V, del polinomio operacional cp (4) es también un 
subespacio invariante para el operador A. Si x $ N 9 , ontonces 
<p (A) x = 0, poro en este caso 

«p(A)(Ax)~A(<p(A)x) = A(0) = 0. 

Ya so ha obsorvado anteriormente que cualquier subespacio 
invariante contiene por lo menos no vector propio del oporador. 
Ahora podemos onunciar una afirmación más exacta. A saber. 

Si el valor propio del operador A es (no es) una rali del polinomio 
y (*), todos los vectora propios del operador A, correspondientes a dicho 
valor propio, pertenecen al núcleo (pampo de valora) del operador y (A). 

Efectivamente, sea x un vector propio del operador A correspon- 
dionto al valor propio Á. En los ejorcicios del $ 65 m subrayaba que 
el vector x os también propio para el operador y (A), poro corres- 
pondo al valor propio y (>.). Por consiguiente, y (A)x — q> (X) x. 
Sí X es una raíx del polinomio y (s), entonces y (X) - 0 y ol vector x 
pertenece al núcleo dol operador y (A). En cambio si y O.) 0, 

el vector <p (X) z será no nulo y el vector x pertenecerá al campo do 
valores del operador y (A) 

No podemos domostrar que cualquier subospacio invariante dol 
operador A es o bien un campo de valores o bion un núcleo de ciorto 
polinomio operacional. Esta afirmación, por lo general, no os cierta, 
lo cual afirma en el ejemplo del oporador idéntico. Cualquiera 
quo seo el polinomio y (s), se tiono y (E) — y (1) E, por lo cual ol 
operador y (B) os o bien nulo o bien regular. Por consiguiente, al 
campo do valores y el núcleo pera y ( E) representan siempre unos 
subespacios triviales. En cuanto al subospacio invariante del ope¬ 
rador E, lo constituirá cualquier subespacio. Con lodo esto, cada 
subespacio invariante del oporador A está ligado de modo determi¬ 
nado o los polinomios operacionales do A. Es válido el 

tuohema 7i.i. Sea L Un subespacio Irwariante arbitrarlo del ope¬ 
rador A. Si todos los valora propios del operador, inducido sobre L, 
son las ralea del polinomio y (s), en tonca L está contenido en los núcleos 
de los operadora y k (A) para todas las potencias k, enteras positivas 
y suficientemente granda. 

demostración. Designaremos mediante T', 7^, . . . los campos 
de valores de los operadores inducidos sobre C con ayuda do los poli¬ 
nomios operacionales y k (A) para k = 1, 2, . . . . El operador 
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<p (<4) es degenerado en ¿, puesto qne en su núcleo están contenidos 
por lo menos todos los vectores propios del operador A pertenecien¬ 
tes a L. Por ello, T[ c: L, dim T[ < dim L. El subespacio T\ es 
invariante respecto de A. Si T[ es no nulo, entonces, de acuerdo con 
el teorema (70.1), el polinomio característico del operador inducido 
sobre T\ con ayuda de A es el divisor del polinomio característico 
del operador inducido sobre L con ayuda de A. Por consiguiente, 
todos los valores propios del operador, inducido sobre T[, son tam¬ 
bién las raíces del polinomio q (*). Pero de aquí se desprendo nue¬ 
vamente que T\ c T!. dim T t < dim T\, etc. Las dimensiones do 
los subespacios T[, T' t , . . . no pueden decrecer ilimitadamente. 
Por esta ratón, a partir de cierto número k, dichos subespacios irán 
quedando nulos lo que es testimonio de la validez de la afirmación 
dol teorema. 

Las investigaciones efectuadas permiten establecer un hecho 
muy importante concomiente a la existencia de los subespacios inva¬ 
riantes no triviales. 

tro RIMA 7» .1 Todo operador l ir tal A. que actúa en el espacio com¬ 
pleto m-dlmentional X. tiene por lo menos un subespaclo Invariante 
de dimensión m — 1. 

demostración El operador A tiene por lo menos un vector pro¬ 
pio x. Supongamos que dicho vector corresponde al valor propio X. 
Do acuerdo con lo demostrado, el campo de valores 7\ del operador 
A — X£ representa un subespaclo invariante del operador A Pero, 
puesto que el operador A - X£ e? degenerado, la dimensión del 
subospacio 7\ no es superior a m — 1 . 

Consideraremos abora cualquier subospacio L de dimensión 
m — 1 en el que está Integramente contenido el subespacio 7\. 
Todo vector del espacio X se transforma por el operador A — X£ 
on cierto vector de T x . f'or eso todo vector de L pasa a ser. de nuevo, 
un vector de L. De este modo. L es el subespacio invariante respecto 
do A - XE. y, por supuesto, invariante respecto do A. El teorema 
queda demostrado. 


Ejercicios 

1. Sea A un operador de diferenciación que ectúe rn un espacio real de 
polinomios, dimensión finita. ¿Qué representa en si el operador q. (4) para 
ol polinomio <p (s) con coafideotea reales’ 

2. Sea 9 (i) un polinomio característico del operador inducido generado 
por ol operador A en el subespacio Invariante X. Demuéstrese que X pertenece 
ol núcleo del operador q* (4) para darlo * entero r positivo. 

3. Demuéstrese que si todos loe valores propios del operador 4 son las 
raíces dol polinomio f (r). entonces (Ai =■ 0 para cierto k entero y positivo. 

4. Demuéstrese que un anillo do polinomios operar lona lea generados por 
un operador cualquiera lien® divisor» de cero. 

5. Demuéstrese que ai el operador 4 as de wt rodara simple, el operador 
<p(4) será también de estructura simple. «Sara cierta la afirmación inversa? 
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$ 72. Forma triangular 

Ahora podemos resolver el pro¬ 
blema de reducción de la matriz de un operador a una do las formas 
más sencillas, esto es. a la asi llamada forma triangular. 

teorema 7* i Para cualquier operador lineal A que actúa en un 
espacio m-dimensional X er tríen tales subetpaeios invariantes L p de 
dimensión p, p ■■ 0 . 1 . . . .. m — 1 , que 

l|CÍjC...c L»_, c I*. 

demostración La existencia de los subespacios L 0 y L m os evi¬ 
dente. Conforme a lo demostrado más arriba, el operador A tiene 
subespacio invariante L m . x de dimensión m — i. 

Consideraremos en el aobespacío un operador inducido. 

Al igual que cualquier otro operador prefijado en el operador 
inducido tiene el subespacio invariante L m _ l de dimensión m — 2 . 
Poro un aubespacio que es invariante para el operador inducido será 
también invariante para el operador generador A. Do esto modo, 
lo existencia del subespacio L m . t está demostrada. Al considerar 
un operador inducido en el subespacto L m . t , veremos que de modo 
análogo se demuestra la existencia del aubespacio L m .„ «te. 

Este teorema es interesante, en primer lugar, por su interpreta¬ 
ción mntrieial. Construyamos la base e,. ■ ... e m del espacio X, 

haciendo uso de los subcspacios invariantes L p . A título de vector e, 
tomemos cualquier vector no nulo de a título de vector e, tome¬ 
mos cualcquier vector no nulo de L t , no perteneciente a L¡, y, en 

C iñera 1 . a título de vector e p tomemos cualquier vector no nulo de 
p , no perteneciente a L P . X . Consideremos la matriz A , de] opera¬ 
dor A en esta base. Puesto que e¡ pertenece a L,. mientras que L¡ 
es invariante respecto de A, entonces el vector Ae¡ debe representar 
una combinación lineal sólo de los vectores e,. e t . . . .. e,. Quiere 
decir que en la descomposición 

" «lA + 4 W*I + • • • + Oml*m 

ol coeficiente de e, debe ser igual a cero para cualesquiera i > /. 
Por consiguiente, la matrli del operador A tieno la forma 


/a„ a,, . 


\ 

[!.?; 

• ®t.~ 1 

- 

lo 0 . 

• «—I.— 

0... . 1 

\o 0 . 

. 0 

«„ / 


donde a„ = 0 para l >/. 

Una matriz, todos los elementos de la cual, dispuestos por debajo 
(por arriba) de la diagonal principal, son nulos, se denomina motriz 
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triangular derecha (Izquierda). En ei lenguaje de las matrices el resul¬ 
tado obtenido significa que toda matriz cuadrada es semejante 
a una matriz triangular derecha. 

La forma triangular de una matriz es de amplio uso en la demos¬ 
tración de los más diversos hechos concernientes a los operadores 
lineales. Esto se debe, principalmente, a la siguiente propiedad 
de la misma: 

Si el operador A tiene en cierta base la matriz triangular A„ 
los elementos diagonales de la matriz A. coinciden con los valores 
propios del operador -4 incluso cuando so toma en consideración la 
multiplicidad de éstos. 

En efecto, al aplicar el teorema de Laplace, encontramos que ol 
polinomio característico de la matriz A , es igual a 

¿ei P.E-AJ- n <*-«„>, 

ui 

de donde proviene que la afirmación enunciada es cierta. 

Una parlo considerable de la ulterior teoría de los oporadoros 
lineales so dedica al perfeccionamiento del resultado recién obtenido 
acerca do la reducción de la matriz de un oporador a la forma trian¬ 
gular. La forma más simple que puedo toner la matriz de un operador 
os diagonal. Como se sabe, a osta forma pueden reducirso sólo las 
matrices do los operadores de estructura simple. No obstante, pora 
los operadoras de estructura no simple la forma triangular tampoco 
es la más soncilla. 


Ejercicios 

1. Demuéstrese que enelquler matriz coadrada es motejante a una matriz 
triangular Izquierda. 

2. Demuestres# que ud conjunto de matricee triangular» de un mismo 
orden y de une misma deoomioncióa forma un aelllo. 

3. Demuéstrese que un conjunto de matricee triangular» regular» de un 
mismo orden y de le raisai denominación forma un grupo. 

4. Soan X t . Á,.los valor» propioa del operador A escriloe por 

orden lomando on consideración su multiplicidad. Demuéstrese quo, lomando 
en consideración la multiplicidad, los números 9 (*i>. 9 .<*•). • 9 (>•«> 
során valor» propios del operador 9 (A), cualquiera que soa el polinomio 9 (»)- 

5. Demuéstrese que si todos los alómenles diagonal» de una matriz trian¬ 
gular A de orden n son nulos, ontooc» A m « 0. 

6. Supongamos quo utu matriz triangular w semejante a la diagonal. 
Demuéstrete quo la matriz do la trainformación de semejanza puodo sor elegida 
triangular de la misma denominación. 


§ 73. Suraa directa da los operadores 
Un operador lineal cuyos valoras 
propios son todos iguales es, en cierto sentido, una exclusión. No 
obstante, mostraremos que todo operador lineal puede ser compuosto 
precisamente de operadores de este tipo. 
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Supongamos que el espacio X está representado en forma de la 
suma directa de los subespacios L y Af. Fijemos en el subespacio L 
cierto operador B y en el aubespacio \í, el operador C. Para todo 
vector x € X tiene lugar la descomposición única 

x**x L + x K , (73.1) 

donde x t £ L, x u 6 *tf. 

Un oporador A. definido mediante la igualdad 
Ax => Bxc + Cx u , 

se llama turna directa de los operadores B y C. Si uno do los subespa¬ 
cios L, M es trivial, la suma directa se denomina también trivial. 

Es fácil comprobar que A es un operador lineal en X. Señalemos 
que dicho operador puede ser representado de uo modo único en for¬ 
ma do la suma directa de los operadores definidos en los subespacios 
L y Af. En afecto, para todo vector x £ L se tiene Ax — Bx. Por 
analogía, Ax — Cx para todo x £ .V. Esto significa quo el opora¬ 
dor C coincido con el operador inducido A ( L y el operador C coin¬ 
cide con ol A | M. 

Consideremos ahora un operador arbitrario A en el espacio X. 
Si X queda descompuesto de tal o cual manera en le suma directa 
do los subespacios L y M, invariantes respecto del oporador A , enton¬ 
ces el propio operador A puede ter detcompuesto en turna directa. Efec¬ 
tivamente, construyamos los operadores inducidos A \ L y A \ M. 
Al doscoinponor una ver más al vector arbitrario x £ X en forma de 
la suma (73.1). obtendremos 

¿x-(i | L)s L + tA \M)x h . 

En este caso, on virtud del teorema 70.1, el polinomio caractoristíoo 
del operador A os igual al producto de los polinomios característicos 
do los operadores inducidos A | L y A | M. 

El operador A puedo descomponerse on una suma dirocta con 
ayuda do cualquier polinomio oporícional «p (A). Designemos con y* 
el núcleo del operador «p* (A). Esto es un subeepacio invariante ros- 
poeto de A y, evidentomonto, íV x <z N t <r . . . Demostremos pri- 
moramonto quo si N h — AT*+, para cierto k, ontonoes N k = N p 
para todo p > k. En efecto, elijamos cualquier vector x £ N p , onton- 
ces <p p (A) x « 0. Al escribir esta igualdad en la forma (A) X 
X ((p*’-*- 1 (A) x) — 0. concluimos que al vector (A)x £ AT* +1 . 

En virtud de la igualdad N k •«* N k + t , osle mismo voctor pertenece 
a ;V,. Por consiguiente, 

9* MI (Á) z) = 5 »- 1 {A) z = 0, 

es docir, el vector x £ N p La validez de la afirmación enunciada 
se ostabloc© ahora por inducción según p. 

Ei espacio X, donde actúa el operador A, es de dimensión finita, 
por lo cual las dimensiones de los subespacios N k no pueden crecer 
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ilimitadamente. Sea q un número positivo entero mínimo, para el 
cual N q =■ Hq+i- Designemos mediante T» el campo de valores 
del operador q* (A) y examinemos cualquier vector común r do los 
subespacios T q y Tenemos q« (A) x *■ 0 y x « q* (-4) y para 
cierto vector y 6 X. De aquí proviene que q* {A) y - 0, es decir, 
y 6 JV,-. Pero, de acuerdo con lo demostrado, se verifica la igualdad 
A', a. jV,,. Por esta razón y £ N.. es decir, x — q* {A) y = 0. 

Así pues, para los subespacios / f y A'» sólo el vector nulo resulta 
ser común. En virtud de la fórmula (56.o). esto significa que X * 

— 7", 4- N r Puesto que los subespacios T q y N q son invariantes, 
la posibilidad de descomponer el operador queda establecida. 

Según se ha observado anteriormente, todos los vectores propios 
do! oporador A deben encontrarse en los subespacios T q y A',. Ade¬ 
más, en A', se encuentran aquellos de los vectores que corresponden 
a los valores propios, coincidentes con las ralees cualesquiera del 
polinomio q (r). mientras que en T q se bailan aquellos vectores 
propios, para ios coalas los valores propios correspondientes no coin¬ 
ciden con ninguna di« las ralees de q (i). Puesto que a todo valor pro¬ 
pio le corresponde aunque sea un solo voctor propio, do estos razo¬ 
namientos so deduce que: 

Cada una da las raicea (ninguna de las raíces) del polinomio carac¬ 
terístico de un operador, inducido sobre N q (2"«), es (no es) la rail 
del polinomio q (s). 

La característica definitiva de las descomposiciones de un ope¬ 
rador on una suma directa, obtenida con ayuda de los polinomios 
operacionales. la proporciona el 

teorema 711 Supongamos que el polinomio característico / (x) 
del operador A está descompuesto en el producto de los polinomios «p (x) 
y q (*) que no tienen raíces comunes. En este caso el operador A puede 
descomponerse del modo único en la suma directa de los operadores ByC 
con polinomios característicos q (:) y V (*)• 

demostración. Consideraremos la descomposición del operador A 
en una suma directa, oblonida con ayuda del polinomio q (:). Como 
el producto de los polinomios característicos de los operadores, quo 
definen la suma directa, coincide con el polinomio característico 
1 (s), entonces la existencia de al menos una descomposición s* 
deduce de las investigaciones realizadas mis arriba. 

Supongamos ahora que el espacio A' esté descompuesto do uno 
u otro modo en la suma directa de los espacio* invariantes N y T. 
En este caso el operador inducido tiene en A r un polinomio caracte¬ 
rístico q (z) y el operador en T, el polinomio q (z). Según el teore¬ 
ma 71.1, jVcJV, para cualesquiera * suficientemente grandes, por 
lo cual A' c A',. El operador q (A) es regular en T y, por consi¬ 
guiente, el conjunto de imágenes de los vectores de T respecto de 
q (A) coincide con T. Pero esto precisamente significa que T c T k 
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para lodo h. Los subespacios N, T, como también N q , forman 
en suma directa el espacio X. Por ello, las inclusiones A' cr N q , 
T c T q pueden tener lugar sólo en el caso en que JV =» R q , T — T q . 
El teorema está demostrado. 

Sea un operador .4 que actúa en el espacio m-dimensional X. 
Representemos ol polinomio característico / (*) del oporador A en 
forma de la descomposición canónica 

/(,)-(s-X,>*-(«-XJ*- ... (i-M*. (73.2) 

donde X., X,, . . X r son unos valores propios distintos dos a dos 
y Ar ( 4- Ar, + . . . + k, — m. Ezaminomos los polinomios 

(.- X ,)* 1 . («- X ,)* 1 . 

Estos son loa divlaoree del polinomio careoteríatico / (s) y ningún 
par de olios tiene raíces comunes. Do acuordo con ol teoroma 73.1, 
existen los subespacíos invariantes /f„ R t , . . R, tales que 

x 

En ostas circunstancias la dimensión del subespacio R, as igual a k, 
y oí operador inducido en R, liona al polinomio característico 

<* - X,)V 

El subospacio R, se llama subespacio radical del oporador A, 
correapondionlo al valor propio X,. Los voctores do un subespacio 
radical se denorainau radicales. De lo dicho se deduco que todo ope¬ 
rador puode ser descompuesto en le suma directa de los operadores 
Inducidos en los subospacio» radicales. 

El subespacio radical R, coincide con ol núcloo del operador 
((4 — X,£)*')* para cierto q ontoro y positivo. Probemos que on ol 
caso dado siompro se puede poner q — 1. Examinemos los opera¬ 
dores {A — X| E) v para p — 1.2.... Sea p, un númoro mínimo 
para el cual el núeloo dol operador (4 — X| E)*> coincide con-el 
dol operador (4 — X,/?)*'* 1 . En este caso el subespacio radical R¡ 
coincidirá con el núcleo del operador (4 — Como las dimen¬ 

siones do los núcleos de los operadores (4 — X,E) P para j>«l,2,... 
crecen de modo monótono y la dimensión del subespacio R, es igual 
a k,, resulta que p, < k,. 

De esto modo. R,. correspondiente al valor propio Xj de multi¬ 
plicidad ft|, coincide, a ciencia cierta, con el núcleo del operador 
(4 - 

TEOREMA TU. (teorema de Cay ley—Ramillón). Si / (x) es un poli¬ 
nomio característico del operador A . entonces f (A) es un operador nulo . 

i»kmostración Representemos el polinomio característico en 
forma de la descomposición canónica (73.2). Puesto que el polino¬ 
mio operacional / (4) contiene el factor (4 — X,£)*‘ y cualesquiera 
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polinomios de un mismo operador son permutables, f {A) x, = 0 
para todo vector x, de R,. ¿lijamos ahora un vector arbitrario x 
y representémoslo en forma de la descomposición x — 3\ + x 8 + . . . 
. . . + x„ donde z, 6 R,- Ahora está claro que / (A) x = 0 , es decir, 
/ (A) es un operador nulo. 

Esta vez también representa un interés considerable la interpre¬ 
tación matricial do los resultados obtenidos. Formemos la base do 
un espacio como reunión sucesiva de cualesquiera bases do losaubes- 
pacios radicales R lt R¡, . . R,. Los subespacios radicales son 

invariantes y la suma directa do ellos coincide con X. Por esta razón, 
la matriz A , del operador A tendrá on la base dada la así llamada 
forma casi diagonal 



Toda matriz A„ tiene e! orden k, y representa en sí una matriz do! 
operador inducido sobre ol subespacio R,. 


Ejercidos. 

1. ¿Se podrá de-componer tn una mum directa no trivial on <»j.oredor 
de diferenciarían dado en uo «pecio de polinomio» de dimnuion finita? 

2 . Domuislrm q.e un u>(raa da «tetara* radlcaiee. que comepondou 
do* a doa a loe dlferoniw valoree prepioe, « lmrelmeate Independiente. 

8 . Damuteireae que al al operado’ A n rerular, entonce» A' 1 « «(4) 
para cierto polinomio <j (*). 

4. Un operador A m denomina nilpettnir. nX »-0 para cierto p entero 
y positivo. Demuéstrese que un operador re mlpoient» ruando, jr solo ruando, 
todos mu valores propio» »on Inalee • cero. 

5. Sea q (*) un polinomio de fiado míanor, j ara el cual © M) — 0 De- 
muéstrese quo 9 ( 1 ) ea un divisor para el polinomio careeterirtico del operador A . 


f 74. Forma de Jordán 

La simplificación ulterior de la 
matriz do un operador en comparación con la forma casi diagonal 
(73.3) puede llevarse a cabo aó'.o a cuenta de la construcción especial 
de las bases do cada uno de los subespacios radicales. Por supuesto, 
las bases radicales se pueden escoger de un modo tal que cualquior 
matriz ¿i, en (73.3) eea triangular. No obstante, esta forma de la 
matriz de nn operador tampoco es la más sencilla. 

Volvamos al estudio más detallado de la estructura de subespa¬ 
cios radicales. Si es que x 6 /?,, entonces (-4 — ).,£)*« x «= 0 . Pero 
para cada vector concreto x es muy posible que se verifique la igual¬ 
dad ( A — X|£)" x = 0 también con m < k,. En particular, si x es 
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un vector propio correspondiente al valor propio múltiple Á /t enton¬ 
ces (-4 — X,£) x = 0. aunque 2. 

Se llama altura del vector radical x un número entero mínimo 
no negativo m, para el cual (A — /.,£)" x = 0. 

Todos los vectores radicales correspondientes al valor propio a, 
tienen alturas no «ur-eriorea a la multiplicidad de >.j. Sin embargo, 
recordemos que en el caso general las alturas de los vectores radicales 
y las multiplicidades de los valorea propios son dos conceptos difo- 
rentcs. Así. por ejemplo, para un operador de estructura simple 
no existen, en goneral, vectores radicales cuya altura sea más que 
uno, independientemente de las multiplicidades de los valores pro¬ 
pios. 

Sea R, un subespicio radicel correspondiente al vnlor propio 
do multiplicidad i,. Desitrnemos mediente C la altura máiima do 
los vectores radicales de Está clero que I < k,. SI el vector * 
es de altura k, el vector (A - >.,E) z tendrá la altura * - 1. Por 
olio, cu el subespacio B, bey vectores radicales de cualquier altura 
desdo 0 hasta 1 . 

Paro todo k < I. designemos con H, la totalidad de todos los 
vectores cuyas alturas no son superiores e k. Es fácil mostrar que H» 
es un anbcspacio en R,. Si z. p € R 1 . entonces fd — \,E)" z 

U — i|í)‘ p - 0. Tero en este caso con onslesquier» números 
a, p tonemos (4 — (as •+ Pp) ■■ 0. os decir, as + Pp f //a. 
Luego, M evidente que 

0 *ff,c//,c...c c H t - fít- 

Las dimensión©» de estos »ube»pacios m designarán mediante m», 
0 « < m, < . . . < m,_, <«,- *i- 

Sean /* unos vectores arbitrario» linealmento inde¬ 

pendientes de H, cuy» cápsula linee! da' H, en la suma directa 
con Está clero que ásto» serán los vectores radicales de altura t, 
p, r- m, - m,., t y no existe ninguna combinación lineal no nula 
do los vectora» /,. . . .. / F , que perienexca a Consideraremos 
una totalidad do los vectores 

/,. .. /a. 

(A-*,£)/,.(A-*,£)/„. 

( A-Xttyft .(A-* ( £)*/*, (74.1) 

lA-XtEF' tu AA-\ t E)*-'1„. 

Probemos que estos vectores son linealmento independientes. En 
efecto, formemos su combinación lineal e igualemos ésta a cero. 
Aplicando a ambos miembros de la igualdad obtenida el operador 
(A — llegamos a que la combinación lineal de los vectores 

/,, . ., 1 r , se transforma por el operador (A — en un vector 
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nulo, es decir, dicha combinación es un vector de Por consi¬ 
guiente, loa coeficientes de estos vectores deben ser nulos. Aplique¬ 
mos ahora a la misma igualdad el operador (A — A,*) 1 " 1 . De manora 
análoga nos convencemos de que los coeficientes de los vectores dis¬ 
puestos en la segunda fila do (74.1) deben ser nulos, etc. 

Hemos de notar que por ser elegidos los vectores /„ . . 
no existe ninguna combinación lineal no nula de los vectores dis¬ 
puestos en la í-ósima fila de (74.1) que pertonozca a 

Completemos los vectores (A — A,*) /„ .... (A — A,K) /„ con 

tales vectores /*+,.de que toda esta totalidad sea 

linoalmente independiente y que su cápsula lineal dó H en suma 
directa con H,. v Está claro que éstos serán vectores radicales do 
altura t — 1 , p t = m,.¡ — m,_„ y no existe ninguna combinación 
lineal no nula de los vectores dados quo portonezea o H Construya¬ 
mos nuevamonto una totalidad de vectores 

/pi4l» •••• /». 

(A— A,£)/*+,, .... (A— A,£)/,,, (74.2) 

(A-A,*)-*/**,.(A-A,*)*"*/*. 


Con relación a la totalidad de loa vectores (A — A,£) /,. ... 
.... (A - A,£)/*. /*♦!, . . .. /* pueden demostrarse las mismas 
afirmaciones quo se han demostrado respecto de la totalidad do los 

vectores/,./,.. al sustituir, por supuesto. I por t — 1. Pasando 

dol mismo modo a los subespacios //, ,. H,. t . H x , obtendre¬ 

mos un sistoma linealmenu independiente de k, vectores porteno- 
clentes al subespacio radical R,. Las tablas del tipo (74.1), (74.2) 
terminan con una tabla de una línea 


./p,. (74-3) 

Estos vectores pertenecen a //,. es decir, son propios, p, — m, — m 0 . 

Dispondremos las tablas del tipo (74.1)—(74.3) sucesivamente 
de izquierda a derecha, nivelando sus últimas líneas e introduciendo 
las designaciones más compactas para todos los vectores. En este 
caso obtendremos la siguiente tabla: 

•\ n . c 

ef" .C“.*¡KÍ.(744) 

*5iV.. —^¿1.*.4'. 
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Los vectores que se hallan en la primera línea de esta tablo tío- 
neo la altura f. los vectores de la siguiente línea tienen la altura 
1 — 1, etc. Los vectores de la última línea tienen por altura 1, ea 
decir, so transforman por el operador A — k,E en un vector nulo. 
Cada columna de la tabla determina un subespacio invarianto del 
operador A — X,£ y, por consiguiente, del operador A. Estos subes¬ 
pacios se llaman cíclicos. Los primeros />, subespacios cíclicos tienen 
dimensión t, los siguientes p f — p, subespacios tionon una dimen¬ 
sión t — 1, etc. Las últimas columnas determinan los subespacios 
cíclicos unidimensionales. Todo el mbcspccio radical R x es la suma 
directa de los p, su bes pací os cíclicos radicales. 

Escribamos la matrii de un operador inducido en un subospacio 
cíclico. Supongamos, por ejemplo, que como base so han tomado los 
vectores e\", «**% . . ., <*“ u , «Y'- Puesto que 

<4<-X,í)«i"-0, (A-A" . 

tenemos 

*l»-xrf'. .AP-i^V+rf-". 


Por consiguiente, la matrix dal operador inducido tendrá la forma 


/X. 

1 0 . 

. 0 0 

I o 

X, 1 . 

. 0 0 

I o 

0 0 . 

. X, t 

\0 

0 0 . 

.0 X 


Las matrices de tipo semejante se denominan cafas canónicas de 
Jordán. 

Construyamos ahora la base de un espacio como reunión sucesiva 
de las bases de los subespacios radicales R t . R t . . . ., R,. Como 
base de cada subespacio radical R, tomemos los vectores del tipo 

C 4.4) ordenados por turno de abajo a arriba y de ixquierda a derecha. 

i base del subespacio construida de la manera indicada se denomina 
base radical. 

Eu una base radical la matrix J del operador A adquiero la así 
llamada forma canónica de Jordán. Es una matrix casi diagonal com¬ 
puesta de las cajas de Jordán. Primeramente van dispuestas las 
cajas de Jordán que corresponden al valor propio > n . Con la parti¬ 
cularidad de que sus dimensiones, según las cuales están ordenadas, 
no crecen. Luego, en el mismo orden se disponen las cajas de Jordán 
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(74.5) 


Natumlmente, en el caso general alguna* de los'cajas de Jordán d» 
órdones inferiores pueden faltar 

La definición del operador en un e.«pa« 10 lineal determina la clnao 
de matrices semejantes. El resultado obtenido significa jjue cual¬ 
quier raatrir cuadrada puede ser reducida, por medio de una trans¬ 
formación do semejan™, a la forma cauóuica de Jordán. Evidente¬ 
mente, dos matrices cuadradas de un mismo orden son semejante» 
cuando, y sólo cuando, ambas tienen 1« formas de Jordán iguales. 
Por ello, con la base fijada: 

Dos matrices cuadradas de un mismo orden determinan el mismo 
operador en un espacio complejo cuando, y sólo cuando, tienen iguale* 
las tormos de Jordán . 


Ejercicios. 

1. Sea * un vector radical de altura v. correspondiente al valor propio X, 
da! operador A. Demuéstrese que si X, n una rail de multiplicidad p del poli¬ 
nomio ® (i), el veetor p« »(d)x aeré un vector radical de altura r « 
— miz (0, v — p) correspondiente al mismo velor propio X,. ¿Qué podrí 
decirse acorta del vector e, si X, no es la rail del polinomio © («)? 

2. Sea s un vactor no nulo arbitrario y sea © (s) un polinomio da grado 
mínimo, para el cual 9 M) r = 0. Demuéstrela que 9 (1) es el divisor del poli¬ 
nomio característico del operador A. 

3. Demuéstrelo que toda matris cuadrada puede ser reducida, salvo una 
pormutacién do las cajas de Jordán, a la forma canónica de Jordán de un tipo 
único. 

4. Demuéstrese que si una matrir ea semejanta a la matriz J de (74.5). 
seré también semejante a la matriz 
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5. Demontres* que lu tnat hce» cuadrada* A y A‘ aon malnce» do un min¬ 
ino operador. 

6 . Sea J una malrix canónica da Jordán. ¿Que forma tendrá la matm /? 
para los números coloro» positivo» p? 

5 75. Operador conjugado 

Ahora pasamos a la investiga¬ 
ción de los operadores lineales que actúan en un espacio unitario. Por 
supuesto, todos los resoltados obtenidos anteriormente respecto do 
los operadores en un espacio complejo tienen lugar también en el 
caso dado. Por esta razón estudiaremos aquí sólo las propiedades 
adicionales de loa operadores relacionadas con el concepto de orto- 
gODalided. En algunos casos consideraremos también unos operado¬ 
res que actúan de un espacio unitario en otro espacio unitario. El 

B pel principal en nuestras investigaciones lo desempeñará el asi 
miado operador conjugado. 

Sean dados dos espacios unitarios X, Y. Un operador A*, que 
actúa de Y en X. se llama conjugado del operador A, que actúo de 
X eu Y. ai para cualesquiera vectores * 6 X, y ( Y se verifica la 
igualdad 

Mx. y) - (x. A*y). (75.1) 

teorema 79 1 Par a todo operador lineal A auie un operador con¬ 
jugado A • que es, además, tínico. 

drmostracion Elijamos en X uno base ortonormeJisado 
*n • -i •• Recordemos que para lodo vector x € X tiene lugar 
la descomposición 

*- S (*. ».)«•• (75-2) 

*—1 

Si el operador A* existe, entonces, de acuerdo con esta fórmula, 
pnra cualquier vector y £ Y tenemos 

¿•y - í, M*y. e k )e k 

o bien, tomando en consideración (75.1). 

A*!í = (<V A‘)>,, - K W '. - T (y- *',) <V (75.3) 

Esto precisamente significa que »¡ el operador A* existe. e« ei único. 

Ahora, convénganlo» en considerar le igualdad (75.3) como defi¬ 
nición del operador A*. Es fácil comprobar que ol operador A*, 
construido rio tal modo, es linea). El operador sotisf»<■•' también la 
igualdad (75.1). En efecto, teniendo en cuenta el carácter orlonor* 
nializado de) sistema e t . e m y tomando en consideración 


n* 
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<75.2), (75.3), obtenemos para cualesquiera vectores x £ X, y 6 Y 
( Ax , y)-UÜ (x, e k )e k , 9 )= £ (x. «»)(**». y). 


(x, (1. e,)e„ ¿(P. '*'») •»)- 

-*2! ('. '.)(». di.)- 2j (*. ««)('<«». »)• 

El teorema queda demostrado. 

El operador conjugado /I “ está relacionado con el operador A 
por ciertas correlaciones. He aquí algunas de éstas: 


(d*)* - A, 
(A+A)'=A‘ + B‘, 
faA)‘~aA‘. 


(75.4) 


La raya por encima do a significa aquí la conjugación complejo. 
Todas las correlaciones se demuestran siguiendo el mismo esquema. 
Por olio investiguemos detalladamente solo las propiedades primera 
y aogunda. 

Consideraremos un operador arbitrario X y un operador d*. 
conjugado do A . A su ves. para el operador A •. el operador conjugado 
será (/!•)•- Ahora, para cualesquiera r ( X. y ( Y tenemos 

(ir. (d’l’rl-MV. x) - (a. d‘y) - (Ax, y) - (y, Ax). 

El primer miembro es igual al segundo para cualquier vector y 
Por consiguiente, (A*)’ i = Ax. Pero, como la igualdad dada os 
verídica para todo vector x esto es testimonio de que ( A •)• — A. 

Supongamos ahora que el operador A actúa en el espacio X y os 
regular. Demostremos, al principio, que el operador A* también 
os regular. Sea A‘y = 0. Conforme a (75.3). proviene que 

2 ( 1 . de,)«.-0. 

El sistema de vectores «„ .. e m constituye una base, rasón por 
la cual 

(y, A< k ) = 0 (75.5) 

para cualesquiera k = 1, 2, .... «. El operador A es regular y, 
por lo tanto, toda base se transforma por íl en otra base. Pero, en 
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esto caso el sistema do los vectores Ae x . Ae n seré también una 

base y de (75.5) se deduce que y — 0. De este modo, ol núcleo del 
operador A • sólo contiene un vector nulo, es decir, este operador es 
regular. 

Tomemos unos vectores arbitrarios z, y £ X. Existen los únicos 
vectores u, v. para los cuales 

Au - z, A'v ~ y. 

Encontramos, luego. 

(z, (A-')* y) - (A-*, y) - (u. A*v) » (Au, v) - (z, (A*)-* y). 

El primer miembro es igual al segundo para todo voctor z. Por 
consiguiente. (/!"*)• y — (¿I*) -1 y. Por ser y arbitrario, esto signi¬ 
fica que (A -1 )* ■» (A*)* 1 

Muchas propiedades conjuntas de los operadores A y A • pueden 
establecerse en el proceso de investigación de las matrices de dichos 
operadores. Supongamos que en el espacio X so ha elegido una base 

orlonormalizada e,. . .. y en el espacio Y, una base orto- 

normalizada g, a g,.9.. Si X coincide con Y, consideraremos 

coincidentes también sus bases. Supongamos que la matriz A„, con 
los elementos au corresponde al operador A. En este caso 
■ 

*u» 

Por esto, de acuerdo con (75.2) conclnímos que 

oh - (A* t , 9i). (75.6) 

Supongamos, luego, que al operador A* en las mismas bases lo 
corresponde la matriz AJ, con los elementos o?,. Conforme a la fór¬ 
mula (75.8). 

e,) 

Comparando los elementos a u , aj) y tomando en consideración (75.1), 
encontramos 

<*?,= M*9j- — . A*q,) — (Af„ fj,) = a /r 

Esta fórmula nos permite enunciar la siguiente definición. 

La matriz A* do dimensiones m X n con los elementos of, se 
denomina conjugada de la matriz A de dimensiones n y m con los 
elementos a„, siempre que a?, = d„ para cualesquiera l, f. 

De este modo, en cualesquiera bases ortonormolizadas. a los ope¬ 
radores conjugados les corresponden unas matrices conjugadas. Las 
matrices conjugadas satisfacen, evidentemente, todas las correla¬ 
ciones (75.4). La matriz conjugada A* está ligada con la matriz A 
por las operaciones de transposición y conjugación compleja. A saber, 
A*-(*•)-(3) # . (75.7) 
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Aquí lo raya sobre la A y A' significa que lodos los elementos do la 
matriz so sustituyen por los conjugados complejos. 

El rango del operador coincide con el rango de su matriz. Por 
ello, de la fórmula (75.7) proviene que los operadores .4 y A* tienen 
rangos iguales. 

Designemos mediante S c. X. .V c. Y y fe/. T* c X los 
núcleos y los campos de valores de los operadores A y A*, respectiva¬ 
mente. Si x £ A r . entonces Ax - 0 y (/. A'y) = 0. Esto significa 
que ol campo do valores del operador A* es un sobespacio ortogonal 
al núcleo dol operador .4. Naturalmente, el campo de valores dol 
operador A es también ortogonal al núcleo del operador A V Por ser 
Igualos las dimensiones de los subnspacios T, T* y las correlaciones 
(56.4), concluimos que 


X « A’ (B r*. Y - JV* © T. (75.8) 

La base y„ y t .y„ del espacio unitario X m denomina dual 

con relación a la base r,. x,. . x» del mismo espacio. s¡ so 

verifica 


l*i' */>- 


0 para i eA /, 
I para i ~ 


La base duul se usa con frecuencia para la Investigación de las 
pro p i oil o des conjuntas de loa operador*- A y A* que actúan en un 
mismo espacio. Demostremos, al principio, que toda baso dispone 

de una base dual quo es, aderas*, única Sea x,. ... unn 

baso arbitraria. Para cualquier ; el vector y, debe ser ortogonal 
a loa vectores x, . x. x /4l . x m . y. por lo unto, orto¬ 

gonal a In cápsula linoal L, construida sobre ostos vectores. D» aquí 
ao deduce que ol vector y, so halla en un subespacio unidimensional 
Lf . La condición de normalización (x,. y,) -- 1 lo dotormina de un 
modo único. 

Es obvio que una baso será dual con relación a si misma cuando, 
y sólo cuando, soa orlonormalizada. La relación do dualidad do las 
bases es simétrica, por lo cual resulta razonable hablar de un par do 
bases mutuamente duales. Las basos mutuamente dualos so llaman 
biortonormaliiadas. 

teorema lU Si el operador A tiene en una base la malrit J. 
entonces, en la bate dual con relación a la dada, el operador conjugado A * 
tiene la malrit /•. 

demostración. Supongamos que en la base ortonormalizada 
«n «»i • •..«» los operadores A y A* tienen las bases respectivas 
A, y AJ. mientra* quo en la base x,. x t . . ... x m el operador A 
tione la matriz J. Designemos con P la matriz de la transformación 

do coordenadas al pasar de la base e. . e m a la base x,, 

. *m Entonces, de acuerdo con la fórmula (64.5), tenemos 


/ - P-'A.P. 
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Tomando una conjugación matricial de los miembros primero y se¬ 
gundo de esta igualdad, encontramos 

o bien, lo que es igual, 

/•-((/>-«)• y'# «/>-«)•)• 

La correlación obtenida muestra que el operador conjugado A • 
tiene la matrit /• en la base y,. y t , . . y m . para la cual la matriz 
do la transformación de coordenadas, al pasar de la base e„ e¡, ... 
. . e„, os (P -1 )*. Según la fórmula (63.3). las coordenadas de los 

vectores 2 t , x t , . ... x m en la base e |a e a . . . ., e m son, en roalidad, 
los olemontos de las columnas de la matriz P\ las coordenadas de los 

vectores y,, y t . . . .. y m en la base e,. e t . e m no son otra cosa 

que los elementos de las columnas de matriz El cálculo do 

los productos escalares de dos en dos de los vectores, pertonocientos 
a la base ar„ x„ . . .. x m . y de los vectores, pertenecientes a la baso 
y,. !/t> • • » . y m. — equivalente al cálculo de los elementos do la 
matriz P‘ (P -1 )*. Pero 

/>• jp^jí - p- m.. p- (/>-')■ ^(p'p? - b. 

Por consiguiente, la base y„ y l% . . y„ es dual respecto a la buso 

*l> *ii • • •• 

El too rema demostrado permito eounciar muchos corolarios. Si, 
por ejemplo. / es una matriz canónica de Jordán, entonces en su dia¬ 
gonal so disponen los valores propios X,. . \ m . Mas, loa 

valores propios do la matriz J* son!,. X,."X„. Por ello todos 

los valores propios del operador A* son complejos conjugados res¬ 
pecto de los valores propios del operador A. Si ol operador A es de 
estructura simple el teorema 75.2 permito afirmar que el operador 
conjugado A* es también de estructura simple. En esle caso los 
sistemas básicos de los vectores propios de los operadores A y A • 
pueden elegirse de tal modo que sean biortonormal izados, etc. 

Ejercicios. 

I. Suponíamos que las coordenadas de los vectores de cierta base de un 

3 aeio euclidoo, dadas en la base ortooorraaliuda e„ r. .r m , forman 

un ñas de la matriz A Demuéstrase que las coordenadas de los ver torea 
do la base dual, dadas en la misma base r„ e,. . .. t m . forman columna» de 
la matriz /I-*. 

2 . ¿De qué modo están ligados entre si los polinomios característicos da 
lo» operadores A y 

3. Demuéstrese que si un subespacio es invariante respecto del operador A, 
su complemento ortogonal es invariante respecto de A é . 

4. Demuéstrese que todo vector propio del operador A. correspondiente 
al velor propio X, ee ortogonal a cualquier vector propio del operador A* corres¬ 
pondiente al valor propio 
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5. D«murttn-e que cualquier vector radical del operador A correspondieole 
•1 valor prooio J, es ortogonal a lodo vector radical del operador A* corres¬ 
pondiente al valor propio p X. 


§ 76. Operador normal 


El hecho de que en un espacio 
existen una base ortonormalizada y una base Jornada por los vec¬ 
tores propios del operador lineal, es de mucha importancia para rea¬ 
lizar las más diversas investigaciones. Por esto, nuestra tarea pró¬ 
xima consistirá en estudiar una clase de operadores que tienen en 
un espacio unitario sistemas básicos ortonormalizados compuestos 
de vectores propios. Operadores de tal Índole existen a ciencia cierta. 
Por ejemplo, entre ellos figuran todos lo» operadores escalaros. 

teorema 781 (teorema de S<hur). Para todo operador lineal en un 
espacio unitario existe una base ortonormallxada en la cual la motril 
del operador es triangular. 

demostración . Exaro ¡nomos, por ejemplo, el caso de una matriz 
triangular derecha. De acuerdo con el teorema 72.1. para todo opo- 
rndor A existen los subespacios Invariantes L p . p - 1, 2, ... m, 

talas que la dimensión de L, es igual a p y cualquier subespacio de 
Indice menor figura en lodo» los subespacios de índice? mayores. La 
base buscada se construirá de la manera siguiente. A titulo de vec¬ 
tor e, se tomará cualquier vector normalizado de L x . A título de e, 
se tomará un vector normalizado de ortogonal al subespacio /,,, 
etc. A título de vector e m se tomará un vector normalizado de L m 

que sea ortogonal al subespacio La base e,. e,. e m es 

ortonormalizada y. como se ha observado en el | 72. la matriz del 
operador en tal base es triangular derecha. 

El operador lineal A so llama normal, si es permutable con su ope¬ 
rador conjugado, es decft, si 


AA* 


A'A. 


Probemos que los operadores nórmeles, y sólo ellos, tienen en 
un espacio unitario sistemas básicos de vectores propios ortonor- 
malizados. 

Para el estudio de estos operadores resulta útil la siguiente obser¬ 
vación. Si una matriz triangular es permutable con su matriz con¬ 
jugada ésta es diagonal. En efecto, sea. por ejemplo, la matriz B 
de orden m triangular derecha y supongamos que B*B = BB*. 
Designemos mediante 6,, los elementos de la matriz B. La condición 
de que los elementos diagonales de la matriz B*tí — BB* son igua¬ 
les a cero nos proporciona el siguiente sistema de ecuaciones res- 




| 7» OTEXADOR NORMAL 


265 


pecto do loa elementos no diagonales de la matriz B: 



■ •—14,„ r- 

= 0. 

l*uP— ¡4 b I , -I4s.I* — 


= 0 . 

|4 u |‘+|4ol ! -|4»l' — 

--|4»l* 

«0, 

II , + ¡4»I>+|4»C+.. 

■ - + 1 b m -i. m 

|'=0. 


La única solución de este sistema es una solución nula, por lo 
que so demuestra precisamente L validez de la observación enun¬ 
ciada. 

teorema t« t Para que un operador en un espacio unitario tea 
normal, et necesario y suficiente que tenga un sistema básico de vectores 
propios ortonormalizados. 

demohtracion Sea A un operador normal. Elijamos, de acuerdo 
con el teorema 76.1, una base ortonormaliiada en la cual la matriz 
del operador sea triangular. En la misma base al operador A* lo 
correspondo una matriz triangular conjugada. Por hipótesis, el 
operador A es normal, por lo cual las matrices de los operador©* 
A y A* en la baso elegida deben ser conmutables. Conforme a la 
observación enunciada anteriormente, estas matrices son diagonales. 
Así pues, hemos construido una base ortonorroallzada en la cual la 
matriz del operador tiene una forma diagonal. Esto significa que la 
baso dada está compuesta íntegramente de los vectores propios del 
operador. 

Supongamos ahora que el operador A tiene un sistema básico 
de vectores propios ortonormalizados. En este caso la matriz del 
operador A on lo baso compuesta de loa vectores citados seri diago¬ 
nal. Mas. en la misma base, al operador A* le corresponde una 
matriz conjugada, la cual, evidentemente, seri también diagonal. 
Las matrices diagonales son siempre conmutables y. por lo tanto, 
son conmutables también los operadores A y A*. 

En el transcurso de la demostración del teorema hemos probado 
que si el operador A es normal, entonces, en una base compuesta do 
voctores propios ortonormalizados no sólo la matriz del operador A, 
sino también la matriz del operador A* seri diagonal. Esto nos lleva 

al 

corolario. Si el operador A es normal, lodo sistema ortonormahzado 
de vectores propios del operador A es un sistema orto norma ¡Izado de 
vectores propios del operador A*, y viceversa. 

corolario. Si el operador A es normal, los valores propios de los 
operadores A y A*. correspondientes al vector propio común, son com- 
plefos conjugados. 

Efectivamente, si Ai - >.x y A *x = px, entonces, de acuerdo 
con (75.1), para todo vector propio normalizado x tendremos 


X = (kr. x) = (A-r. i) - (x, A«x) - (r. p r) = p. 
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Este hecho es justo, por supuesto, para cualquier operador A que 
tiene unos vectores propios comunes con el operador A*. El carácter 
aormal del operador A garantiza la presencia de los vectores comunes. 

La significación de los operadores normales en la teoría general 
so dicta por dos circunstancias. En primer lugar, esta clase de opera¬ 
dores es más simple en un espacio unitario. En segundo lugar, la 
investigación de un operador arbitrario normal se reduce frecuente- 
monto a la investigación de los operadores normales. 

Ejercicios. 

i- Sea A un operador lineal arbitrario y a. P naos números complejos 
iguales en módulo. Demuéstrese que •! operador a A - $a» o* normal. 

2. Sea A un operador normal. Demuéstrese quo para todo poli do mi o <r (*) 
el operador o (4) aeré normal. 

3. Demuéstrese que para un operador normal cualquier operador Inducido 
eerá normal. 

4. Demuéstrese que el operador A es normal cuando, y sólo cuando, para 
todo subespaelo invariante t, el complemento ortogonal L l es también Inva¬ 
riante. 

5. Sea A un operador de «truetura simple en un eepecio eomplojo. Do- 
muéstrase quo al prefijar de modo adecuado un producto earalar en un eepacio, 
el operador A puede siempre hacer» normal. 

S 77. Operadores unitario 
y hrrmitiano 

Entre lo» operadores nórmalas 
so» do mayor empleo los operadores de dos tipos: unitarios y hormi¬ 
lla nos. 

lln opsrador lineal U se llama unitario, si el operador conjugado 
U • coincide con el inverso i/" 1 , es decir. 

UU* - WV - E. 

TEOREMA 771. Un operador normal U es unitario cuando, y sólo 
cuando, todos rus valores propios son Iguales en módulo a la unidad. 

demostración Sea U un operador unitario. Elijamos cualquiera 
de sus valorea propios X y un vector propio normalizado z que corroa- 
pondo a X. Tenemos 

i = (x, *) - (x. U*Ux) - ( Uz . Ux) - (Xx. Xi) = X - X (x. x) - | X |*. 

Supongamoa ahora que todos los valores propios del operador 
normal U son iguales on módulo a la unidad. Designemos medianto 

. x m los vectores propios ortonormalizados del operador U 

y medianto X,.X„. sus valores propios. Por hipótesis, | X, | = 1 

para todo l. Rocordemos que para el operador conjugado U • los vec¬ 
tores x„ . . x m siguen siendo propios, pero corresponden a los 
valores propios a,, . .X„. Tomemos un vector arbitrario z y des- 
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compongámoslo según los vectores propios del operador U 

x = a,*, + ... + a«*„- 

Ahora calculamos 

WUz - U • (i Ux) - £/• (a.X.z, + ... + <x m \ m jJ - 

- a,X|X|Z, +.. • + a m K,k m x m = a,z, +... + " *• 

Puesto que z es un vector arbitrario, esto significa que U*U = E. 
De modo análogo se demuestra que UU • *= E. 

teorema n t El operador U es unitario cuando, y sólo cuando, 
para cualesquiera dos vectores el producto escalar de éstos es igual al 
producto escalar de sus imágenes. 

demostración Sea U un operador unitario, entonces para cuales¬ 
quiera dos vectores z, y tenemos 

<*. y) <*. U*Uy) - ( Ux. Uy). <77.1) 

Supongamos ahora que para cierto operador U se verifican las 
igualdades (77.1), cualesquiera que sean los vectores z, y. De aquí 
se deduce que 

<*. (VU-E) y)- 0 . 

Puesto que los vectores z, y *on arbitrarlos, esto significa que U*U — 
. E. El operador U es regular, dado que en ol caso contrario la igual¬ 
dad U*U - E serla imposible. Por consiguiente, el oporador U' x 
existe. Al multiplicar la igualdad U*U - E a la izquierda por ol 
operador U y o la derecha, por el operador U’ 1 . obtenemos otra igual- 
dod: UU • - E. De este modo, el operador U es unitario. 

corolario El operador I'es unitario cuando, y sólo cuando, o bien 
UU • - E o bien U 9 U - E. 

corolario. Todo operador unitario transforma cualquier sistema 
ortonormalizado de vectores en otro sistema, también ortonormaUzado. 

COROLARIO. Si el operador lineal U transforma una base ortonorma - 
Usada en otra base ortonomuallsada, entonces U es un operador unitario. 

En efecto, sea z,. r n una base «.rtonormalizada, Ux, = 

= y, « y,.también una base orlonormalizada. Tomemos 

dos vectores arbitrarios z, y. Si 

entonces 

(*. I) — É. «Si. 

Por ser lineal el operador U, tenemos 

I-I *—* 



CAP * ESTRUCTURA DEL OPERADOR LI.VBAL 


268 

Por eso, tenemos nuevamente 

(1/x.UD-g «,fc. 

Así pues, las igualdades (77.1) son válidas para cualesquiera vecto¬ 
res x, ]/. 

liemos de notar que podríamos definir el operador unitario como 
operador isomótrleo, es decir, un operador que conserva invariables las 
longitudes do lodos los vectores. Esto proviene del teorema 77.2 y de 
la siguiente correlación, fácilmente comprobada: 

ÍXf y) _ 

Un operador lineal // so denomina hermitíano o autoconfugado. 
si coincide con su operador conjugado, es decir, si 
H - H • 

teorema 77 j Un operador normal H es hermUlano cuando, u sólo 
cuando, todos sus valores propios son números nales. 

demostración. Sea // un operador hermitíano. Tomemos cunl- 

I uier valor propio X de este operador y un vector propio normalica- 
o x quo corresponde a X. Tenemos 

X - (Xx. i) «= ( Hs . x) - (x. H'x) - (/'. Hx) - fx. Xx) - X. 
e» docir, X es un número real. Supongamos ahora quo el operador nor¬ 
mal II tiene valores propios reales. Entonces, en ln base compuoata 
do los vectores propios ortonormalixados del operador H las matrices 
de loa operadores // y //• coincidirán. Por consiguiente, son también 
coincidentos los operadores, es decir. H es un operador hermitíano. 

El operador hermitiano // se llama no negativo (definido positivo ) 
si para todo vector (no nulo) x se verifica la desigualdad 
(Hx. x)> 0 O 0). 

teorema 77.*. El operador hermitíano II es no negativo (definido 
positivo) cuando, y sólo cuando, todos sus valores propios son no negati¬ 
vos (positivos ). 

demostración. Elijamos una base orlononnalirada compuesta 

do los vectores propios x,.x„ del operador hertmitiairo //. 

En esto caso, de la descomposición 

* - Ith + • • • + U*m 

se desprendo, pora un vector arbitrario x. que 

(Hx. x) = X,|g 1 p + ... + x w |i.P. 

De aquí se deduce quo si todos los valores propios del operador her- 
mitiano son no negativos (positivos), entonces el mismo operador 
también es no negativo (definido positivo). Al hacer x — x ft obteno- 
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mos 

(Hx u xi) - X, 

para lodo l. Por ello, lodos los valores propios de un operador no ne¬ 
gativo (definido positivo) son no negativos (positivos). 

De lo dicho so infiere que un operador definido positivo os regular 
no negativo. Entre todos los operadores hennltianos los operadores 
no negativos y definidos positivos desempeñan un papel de especial 
importancia. He aquí algunas de sus propiedades. 

Si H y S son unos operadores definidos positivos, el operador alí + 
+ pS será definido positivo para cualesquiera números no negativos 
a, p, no Iguales a cero simultáneamente. 

Efectivamente, el operador aH 4- p5 es hermitiano, cualesquiera 
que sean los números reales a. 0. Sí estos números son nogetivos y no 
iguales a coro a la vez, entonces 

((a A/ + pS) x, x) - a ( Hx. x) + p ( Sx , x) > 0 
cuando * 0. 

Si el operador H es definido positivo, el operador H~ x será también 
definido positivo. 

En efecto, como // — H •, ontonces H 1 (A/*)' 1 — (A/ -1 )*, 

en decir, el operador AA' 1 es hermitiano. Los valores propios del ope¬ 
rador A/ 1 son magnitudes inversas respecto a loa valores propios dal 
oporador AA. Por ello son positivos y al operador A/*' es definido posi¬ 
tivo. 

Si H es definido positivo y A es un operador regular arbitrarlo, 
entonces los operadores A* HA y AH A* ton definidos positivos. 

Es fácil comprobar que estos oporadoros son hermitianos. En vir¬ 
tud de que el operador A es regular para cualquier x afc 0. tendremos 
Ax •/' 0 y A*X + 0. Por esta razón 

(A'HAx, x) - (HAx, Ax) > 0, ( AHA*x . x) - (AM*x. A'x) > 0 
para x 0. De aqui so deduce, en particular, quo pare todo opura- 
dor regular A loe operadores A* A y A A* son definidos positivos. 
Si -4 es un operador degenerado, los operadores A* A y A A* son no 
negativos 

Para todo operador no negativo H existe un operador no negativo 
S tal que 5* — AA. 

En efecto, sean X„ . .. los valores propios del oporador H 
y x,. . . z m , los vectores propios ortonormalizados correspondien¬ 
tes. En esto caso A/x, - Mi para todo i. Definamos el operador S 
mediante las igualdades Sx, = El operador 5 es no negativo, 

puesto que tiene un sistema básico de vectores propios ortonormali¬ 
zados r,. x m que corresponden a los valores propios no negati¬ 
vos Además. 5*x, «= A/x, = X*x,. Do este modo, 

los operadores S* yH coinciden sobre los vectores de la base x,. . . . 
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. . a consecuencia de lo cual ellos coinciden también sobro 

lodos los vectores, es decir. S* *- //. 

El operador no negativo S se denomina raíz cuadrada animélica 
de un operador no negativo //. si S* = // 

Merece» subrayar que todos los vectores propios de los operadores 
S y H coinciden. Efectivamente, supongamos que X„ . . . X f 
y V ^ • • •. V £ son todos valores propios distintos de los operado¬ 
res // y 5, respectivamente. Designemos mediante X, ( Y ,). i — 
“ *• 2. . el subespacio propio del operador // (5) que con¬ 

tieno todos los vectores propios correspondientes al valor propio 
X, (|/£í). Las sumas directas de los subespacios propios X v .... X, 
o K„ .... Y, coinciden con todo el espacio. Por esto 

dlru X,+ ... + dim X, - diro Y x + ... + dim (77.2) 
Está claro que para todo t se tiene Y, c: X t , es decir, dim y,< 
< dim X,. Por consiguiente, la igualdad (77.2) puedo verificara© 
sólo cuando para cualquier ( se cumpla la igualdad dim Y, — 
■■ diru Xi, es decir, cuando Y, ■■ X¡^ 

Así pues, los valores propios y los vectores propios del operador S 
se determinan unívocamente por el operador //. Puesto que 5 es 
un operador bermitiano, la rali aritmética del operador H puede 
sor sólo única. 

Ejercicios. 


1. Demuéstrate que el conjunto da lodo* lo* o paradora* unitario» en un 
••pació unitario dado forma un grupo da multiplicación. 

2. Demuéstrase que el conjunto de todo* loa operadoras borro Iliacos an un 
«pació unitario dado forma un grupo da adición 

3. Supóngame* que el operador A aa bermitiano jr al operador B ** defl- 
■ positivo. Demuéstrese <«u# loa valorea propio* da lo* oparadorea BA y B- l A 


nido, 
aon raala». 

4. DomuMtre** «iu* *1 A. B »on uno* oparadorea dafmido* poaltivoa, todo» 
lo# valoree propio* del operador BA ron pc«itivo» 

ó. Demuéstrate que il A, B ron unos operadora* definido* poaltivoa conmu- 
table», al operador BA M rá también definido poiitivo. 

ó. Demuéstrese que íi A e* un operador definido potitivo en unt espacio 
unitario, U función (a. »)* - (da, ») aaliafaca todo# los axioma# del producto 


i 78. Operadores A* A y AA* 

Si el operador A actúa de un 
espacio unitario X en otro espacio unitario Y, entonces en X queda 
definido el operador A*A y en y. el operador AA*. En lo que siguo 
estos operadores desempeñaran un papel considerable, por lo cual 
nos dedicaremos, ahora, a su estudio. 

Do las propiedades primera y cuarta (75.4) se deduce que los ope¬ 
radores A *A y A A 9 son hermitianos. Más aún, son no negativos, por- 
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que para cualesquiera vectores x £ X, y 6 ^ tenemos 
(A*Ax, x) - ( Ax, Ax)> 0 
(AA*y, y) - (A 0 y, A*y)> 0. 

Por oso en el espacio A' existe un operador no negativo G y en el espa¬ 
cio Y, un operador no negativo F tales que 

A*A-(?, AA* = F*. 

Loa operadores G y F que satisfacen estas correlaciones son únicos. 

Cualquiera que sea el operador A, el operador A*A tiene un siste¬ 
ma ortonorma ¡izado de los vectores propios x„ x„ .... x m . Esto 
sistema se tiansforma siempre por el operador A en un sistema orto¬ 
gonal, Efectivamente, sea 

P*>0 (78.1) 

para todo k - 1, 2.m. Entonces 

(Ax k , Ax,)—(A m Az k . xj) »0 

para k y. /. Además, para todo k 

M*» I - Pa* 

por lo cual el vector Ax k es distinto del voctor nulo cuando, y sólo 
cuando, ol valor propio pj del operador A*A no es nulo. 

El voctor no nulo Ax k es un vector propio del operador A A 0 y co¬ 
rrespondo al valor propio pl. En efecto, de acuerdo con (78.1) 

AA • (Ax k ) - A (A 9 Ax k ) - A ( P h k ) - piAx k . 

I)e esto modo, todos los valores propios no nulos dol operador 
A* A son valores propios del operador A A*. Será cierta también, 
por supuesto, la afirmación inversa. Por esta razón los valores pro¬ 
pios no nulos de los operadores A* A y A A* siempre coinciden. 

Los valorea propios de los operadores A*A y AA* se designarán 
mediante p?, pí... En este caso puede considerarse, sin limitar la 
generalidad del razonamiento 

p¡>p¡>...>p!>0, 

mientras que los demás valores pl son iguales a cero. Es evidente que 
los valores propios de loa operadores 4*i4 y A A* se diferencian sólo 
en la multiplicidad del valor propio nulo. La multiplicidad dol ope¬ 
rador A*A es (m — I) y la del operador AA*, (n — 0* 

Se llaman números singulares (principales) del operador A los va¬ 
lores aritmétricos de las raíces cuadradas de los valores propios comu¬ 
nes de los operadores A*A y -4^4*. 

Haciendo uso de los vectores propios de los operadores A*A y 
A A *, se pueden construir on los espacios X e Y unas bases ortononua- 
lizadas con ayuda de las cuales se deacríbe y ae investiga con facili- 
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dad la acción de los operadores A y A*. Tomemos por base en el repa¬ 
ció A' un sistema ortonormalizado x,. . .. x M de vectores propios 

del operador A ".4. Según se deduce de (75.8). Jos vectores x,. x, 

forman una base en T*, mientras que los vectores x,+, . x n 

forman una base en JV. La base ortonormal irada y¡, .... y„ en el 
espacio T se construirá de la manera siguiente. A titulo de y,, .... y, 
se tomarán los vectores obtenidos después de normalizar Ax,, . . . 

.... Ax,. Hatos vectores forman uua base en T. Por y,*,.y, 

se tomará cualquier base ortonormalizada en .V*. Está claro que los 
vectores y|, ... y, son propios para el operador A A* y forman 
una base on Y. Tomando en consideración que | Ai* ¡ — p», dedu¬ 
cimos que 



k^t. 

k>t. 


(78.2) 


Al multiplicar estas igualdades por el operador A* y teniendo on 
cuenta (78.1), obtenemos 



k>í. 


(78.3) 


Las bases ortonormalizadas en los espacios X. Y. ligadas con lo» 
operadores A. A* mediante las correlaciones (78.2), (78.3), llevan 
el nombre de bases singulares. 

Si los espacios X. Y son diferentes, en las bases singulares puedo 
escribirse la matriz del operador A. Designémosla con A. Conforme 
a (78.2) rata matriz tiene la forma 



(78.4) 


Si los espacios X, Y coinciden, las bases singulares, por regla general, 
no se usan, para la notación de la matriz del operador. Sin embargo, 
las correlaciones (78.2), (78.3) quedan en vigor. 


Ejercicios. 

1. Demuéstrase que loe dúdeos de loe operadores 4. A 9 A (4*. 44*) 
coinciden, como también «cu coi oci dente* los campos de valora» de los operado¬ 
ras A, AA 9 (4«. A 9 A). 

2. Demuéstrese que si dim X > dim Y (dim X < dlm Y), el operador 
A 9 A (44*) es degenerado. 

3. Demuéstrese que los números singulares no varían cuando el operador 4 
unitarios. 


m multiplica por 
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«. Supongamos que el operador A actúa an el «pació X y quo todos sus 
números singulares son distintos doa a dos. Demuestra» que las bases singulares 
se determinan unívocamente, salvo la multiplicación de rada uoo do los vectores 
por un número que en módulo es igual a la unidad. 

5. Demuéstrese que lo» números singulares de un operador normal coinciden 
con los módulos do los valores propios. 

6. Demuéstrese que loe números singulares del operador A' 1 son inversos 

a los números singulares del operador A. mientras que las bases singulares do 
ambos operadores coinciden. ... 

7. Supongamos que el operador A actúa en un espacio unitario n-dimensio- 

nol X. Designemos mediante X,. . .. X„ sus valores propios y medíanlo 

p,, . . ., p m . los números singulares Demuéstrese que 

£ I Xa l*< £' P¿. |] I Xa I-|| t>k. 

Cl — 1 4-1 M 

8. DemufMruw quo n 11, l - p. i»r. u>4o * - t, 3. m. tntone.» 

el operador es normal. 


$ 79. Descomposiciones 

de un operador arbitrario 

Una da las circunstancias que 
dotormin* la significación de los operadores unitario y hormitiano 
consisto en la posibilidad de representar, sirviéndose do Míos opera¬ 
dores. un operador lineal arbitrario. 

Supongamos que un operador lineal arbitrario A aclúo en ol 
ospucio unitario X. Mostremos que dicho operador siempre puodu 
ser representado en la forma 

A - H t + Uf t , (79.1) 

donde //, y H t son unos operadores hermitianos. Efectivamente, si 
esto doscotaposicion existe, entonces 

A m ~ H x — «//,. 

Poro, en tole caso 

«l— 

Las fórmulas obtenidas determinan precisamente lo descomposi¬ 
ción (79.1). Puesto que 

= -¿- (dM - AA'), 

entonces del hecho de que el operador A es normal proviene l.i conmu- 
tatividad de los operadores H x . //.. y viceversa. 

Sea x,.x m uu sistema ortonormalizado de vectores propios 

del operador A*A. De acuerdo con (78.2), existe un sistema ortonor- 
tnalizado y., . . ., y„ de vectores propios del operador A A * tal quo 
para todo * se verifica 


Ax h = pkJi h . 


(79.2) 
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Definamos ahora loa operadores lineales F y U en el espacio X 
mediante las siguientes igualdades en los sistemas básicos de vecto¬ 
res: 

u*> “ y». Í». - PiS»- (79.3) 

Las correlaciones (79.2), (79.3) significan que se ha obtenido la des¬ 
composición 

A - FU. (79.4) 

Aquí F es un operador herimtiano no negativo, puesto que lione 
ol sistema básico oitonormalizado de vectores propios y x , u.,. . . 
. . . y m y los valores propios no negativo* p,. p t , .... p„. El ope¬ 
rador 0 t'S unitario, puesto quo transforma el sistema orlonormalizado 

de vectores x,. z¡ .x„ en otro sistema orlonormalizado j/ t . 

y t , .... y n . Ha do ser notado que de «79.4) se infiere 

/M (79.5) 

es decir. F es lo raíz cuadrada aritmética del operador A A V 

La descomposición (79.4) so llama drtroni posición polar del ope¬ 
rador A. Como que la raj* aritmética es única, el operador F en la 
descomposición polar será siempre único. Ll operador U sorá único 
sólo en el caso en que el operador A fea regular. En este caso U ■■ 

- F-'A. 

Otra vez observamos la relación directa existente entre al carácter 
normal del operador A y la conmulatividad do los componentes do 
uua descomposición polar. Efectivamente, sea UF — FU para cierto 
operador A , entonces 

A é A - U*F*FU » F*l T *UF - F *, 

lo que, Junto con (79.0). ea testimonio de quo el operador A es nor¬ 
mal. 

Supongamos ahora que ol operador A es normal, es decir. A *A — 
■■ A A*. De acuerdo con (79.4) tenemos A — FU. Por consiguiente, 
A “ *= U*F. La condición de quo el operador es normal conduce a la 
igualdadad UTU - P o bien 

f*u - un. 

Tomando en consideración la segunda de las correlaciones (79.3), 
obtenemos 

F*[Uy k ) = {*&!,>) 

paro todo k = 1, 2.m, es decir, los vectores Uy k son propios 

para ol operador P. Como se ha observado anteriormente, los opera¬ 
dores P y F tienon los mismos vectores propios, por lo cual 

(FU)y k - F{Uy k ) = Pk (Uy k ) 
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para lodo A; = 1. 2, .... m. Por oirá parle, conformo a la segunda 
de las correlaciones (79.3), 

{UF) y. = ü </>*) - U ( Pkifk ) - p* (Uy k ). 

Las igualdades obtenidas muestran que los operadores FU y UF 
coinciden on el sistoma básico de vectores y,. y t . . . y„. Por 

consiguiente, UF = FU. 


Ejercicios. 

. •; D^^alrMo qu# si un operador « normal, los «olor* propio, «al «jura¬ 

dor //, (II.) de (70.1) son las partes reales (imagma'.asi do los valores propios 
del operador A. 

D«™«tres* q«« *• *1 operador A es normal. ).» .valores prepioa del 
redor f (armiruenlos de los valores propio, del operador V) de (7&.4> son 
módulos do los valoras propio* (argumento* de los valore, propios no nulos) 


oparador 
los módu 
dal operador A. 
T. Denrn» 


i propios (argumentos de los valore, propios r 

, , - que al al operador A a» normal, entonte* ambos operadores 

on la descomposición (78.1) tienen loa mismos verlore* nrenios que ol opnredur A. 
;Qu* puado decirse «cerca de loa vecteree propios de fe* «.m|Kinontus «lo la 
descomposición (70.4)> 


5 80. Operadores en «I espacio mui 

Al invMtigur lo* operador» li. 
nealos que actúan on un eapacio real nos encontramos con alguna* 
dificultados adiciónalos. Están relacionada» principalmente con ol 
hecho de quo no todo oparador lineal tienu en vi espacio real siquiera 
un solo vector propio. 

Naturalmente, ai ol polinomio característico de un operador m 
un espacio real tiene sólo raíces reales, subsiste la muilogi» complot» 
on la teoría. Varía, da bocho, sólo la terminología. A sohor, la* pala¬ 
bra» «complejo, unitario, hermitiano* so sustituyen respeclivamonie 
por las palabras «real, ortogonal, simétrico». Si, on «uuibio, el poli¬ 
nomio característico tiene, además, unas raleo* complejas, la inves¬ 
tigación de tal operador se hace más complicada. 

Sea dado un espacio real R. Consideraremos un conjunto do toda 
clase do pares (x; y) de vectores x, y. do R. Definamos las operacio¬ 
nes sobre dichos paree. Convengamos en considerar quo 
(*: y) + (u; o) = (x + u. y + i») 

para cualesquiera dos pares, y para el número complejo g + in 
y el par (x; y) 

(6 + «i) (*: y) * (gx — Tjy: qx + gy| 

Es fácil comprobar que el conjunto do todos los pares de vectores 
pertenecientes a R, después de realizadas Ias «pcr-iriones du la uiuncra 
indicada, representa en sí un espacio complejo C. 
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El espacio construido C es de la misma dimensión que el espacio R. 
En efecto, sea e,. e t , . ... e m una base en R. Para todo par de vecto¬ 
res u, v de R tenemos 


p-fca.+ .-.+P-A,, I 


(80.1) 


donde a h p, son los números reales. Pero de aquí proviene que 


(«:•»)-=! + (80.2) 

»-i 

El sistema (e,; 0).te„: Oí r. linc límente independiente, por 

lo cual la dimensión del espacio C os igual a m 

Para toda baso e v e m en el espacio R y tualesquiera númo- 
ros reales a,. . .. a m m cumple la igualdad 


«• ** 

1’ (o. + i0)(,,; Ui — (o.í.i 0). 

fc-l »-l 

Por consiguiente, entre todos los vectorv» u de R y todos los paros 
del Upo (u; 0) de C existe una correspondencia biunivoca. Más aún, 
esta correspondencia es un isomorfisroo. ai nos limitamos a las opera¬ 
ciones con números reales. 

Si lodos los puroí del tipo tu: 0) se identifican con los propios voc- 
tores u de R, entóneos de (S0.1). <8*».2) so desprendo que ol espacio C 
puedo consideren* como un conjunto do elementos 
P • li + í», 

dondo u. v ( R En este caso se dobe recordar, por supuesto, ouo on 
realidad los ele montos u, v son los pares (a. 01 . (i>: 0) y lo multipli¬ 
cación por ol número i y la adición a« realizan conforme a las defini¬ 
ciones introducidas anteriormente. Cuando v •» 0. obtenemos las 
alómenlos dal espacio R. Es natural considerar esto espacio como dor¬ 
io conjunto do C. Los elementos del tipo u -r t0 so llamarán reales, 
mientras quo los elementos del Upo u + tv y u - lo so deuorainon 
complejos conjugados. 

El espacio C se llama extensión compleja del espacio real R. 

En la resolución de ios diversos problemas en un espacio euclideo 
podemos extonder dicho espacio, de modo análogo, hnsla oblenor 

S espacio unitario. Examinemos la extensión compleja C del espa- 
• ouclideo R. Para cualesquiera dos vectores 

x-ftp, m-u + to 

de C, convengamos en considerar, por definición, que 

(x. er> - «x, u) + (y. v)) -f l ((y, u) - (z, v)). 
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No es difícil establecer que el espacio C dotado de tal producto esca¬ 
lar se hace unitario. Además, el producto escalar para cualesquiera 
dos vectores de R se conserva. 

Supongamos que el onerador A actúa en el espacio R. Construya¬ 
mos un operador nuevo A que actúa en el espacio C y coincide con el 
operador A sobre los vectores de R Para esto hagamos 

A (II + lo) «a Au + iAo. 

Está claro que el operador A es lineal y Au = Au para todos los 
vectores u(R. 

El operador A lleva el nombre de extensión del operador A en el 
espacio complejo C. 

Ahora, en vez do estudiar el operador A en el espacio real R pode¬ 
mos considerar el operador A en un espacio complejo C e investigar 
su operación en R, considerando este último como conjunto del es¬ 
pacio C Estoesun procedimiento mas usado, si paro alguna situación 
en el espacio complejo no existe analogía correspondiente en el espa¬ 
cio real. 

Supongamos que en el espacio complejo C se ha elegido una base 
real. En esto base la matriz del operador dilatado A será real y coin¬ 
cidirá con la matriz del operador A en la misma base De aqui se 
infiero que el polinomio característico del operador A coincide con 
ol polinomio característico del operador A y. por consiguiente, treno 
coeficientes reales. Es evidente que 

S¡ el polinomio carácter Utico del operador A que actúa en un espacio 
real R tune rail real, esta última es un valor propio del operador A y le 
corresponde al menos un vector propio real. 

Consideraremos ahora una raíz compleja k del polinomio caracte¬ 
rístico dol operador A. Es un valor propio del operador A y lo corres¬ 
pondo cierto voctor propio u. Dado que los coeficientes del polino¬ 
mio característico del operador A son reales, el operador citado ten¬ 
drá también un valor propio conjugado complejo X. El operador A 
transforma vectores conjugados complejos en vectores conjugados 
complejos, por lo cual de Au> «= kw proviene Atr — Tw. Por consi- 

S iente, a los valoree propios conjugados complejos del operador A 
i correspondan unos vectores conjugados complejos. 

Si k k, entonces los vectores «r, ü aeran lincalmonto indepen¬ 
dientes como vectores propios correspondientes a los diferentes valo¬ 
res propios. 

Consideraremos los vectores x. p que se determinan del modo 
siguiente en términos de ip, u>: 

¡.--i-hr-í). (80.3) 
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Es fácil comprobar que dichos vectores son reales. Además, no es 
difícil establecer que si |i f »v, entonces 

Az — px — \y. Ay ■ vx +■ py. 

Por ello, uim cúp*iila lineal construida sobre los vectores (80.3) 
en el espurio It es un subcspacio invariante del operadot A . La matriz 
del operador inducido sobre esto subespacio en la base (80.3) es la 
siguiente: 

U3- 

Por consiguióme, el polinomio caraclerislico del oporador inducido 
es Igual a (* - p)* +■ v* o bien, lo quo w igual, t * - (X +1) i XX. 
Obaorvomou quo en el MhMpacio intarianto construido ol oporador A 
no tlone ningún vector propio cuando v y-0. De esto modo, hornos 
obtenido una deducción importante. A saber: 

Si un polinomio caraeteritUco del operador A, que actúa en el espa¬ 
cio real It. tiene una rail compleja (uto real'), a esta rali le corresponde 
en el espacio It un tndespacio invariante bidlmensional del 0 f*rador A 
que no contiene verter** propius 

Esta dednc ióii juega el mismo papel para investigar los opera¬ 
dores on mu espacio real quo desempeña la etistoncia por lo monos 
do un único vector propio para la investigación do los operadores on 
uu espacio complejo Eligiendo de un modo adecuado las bases on ol 
aapano It, so puod<‘ reducir la malrir del operador a una forma 

Mmcjanlo, tu cierto«eniido, o bien a la diagonal, o bien a la triangu¬ 
lar. o bien o In forma canónica de Jordán. Tai prored i miento do inves¬ 
tigación del operador es de uso relativamente raro, puesto quo las 
formns canónicas reales rst.ín privadas de muchas ventajas quo po¬ 
seen los formns canónicas complejas Es mucho más fácil y fructífera 
la investigación de la dilatación de un operador en un espacio com¬ 
plejo. 

Ejercidos. 

1. Derauéatroee que ol campo do valora (el núcleo) del operador Á « le 
dilatación compleja del campo de valore- (del oúdeo) del oporador A. 

2. Supongamos quo «I oporador dilatado i « de estructura «imple. Demues¬ 
tro* que en id u-pacit. R *- puede elegir tal base eo la qne la matrii del opera¬ 
dor /I sea do forma casi diagonal con las ras trices en la diagonal de primero 
y segundo Ardenos. 

3. Üooiudetrae quo en vi especio ral R de dimensión m lodo operador 
tiene un subesporio imanante de dnoeosióa n — 1 ó m — 2 . 

4. ¿Que análogo tiene eo un espacio ral el teorema 72.1? 

5. DeitiuBiln jo que todo operador lineal que actúa en un espacio real 
de dimou-u.il itafOC nene j>ir lo meaos un vector propio. 
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§ 81. Matrices di tipo especial 

Hemos considerado algunos ope¬ 
radores de tipo especial. Será natural suponer que las matrices do 
dichos operadores deben poseer ciertos rasgos específicos. 

Una matriz compleja cuadrada U se llama unitaria, si la matriz 
conjugada U m coincide con la inversa U~ l . es decir, si 

VV* = U'U - £. 


Recordemos que en una base ortonorroalizada al operador conju¬ 
gado le corresponde una matriz conjugada. Por consiguiente, la ma¬ 
triz de un operador unitario en la baso ortonormalizada es unitaria. 

Sean dadas en un espacio unitario dos bases orlonormalizadas 
cualesquiera. Construyamos la matriz de la transformación de coor¬ 
denados al pasar de una de estas bases a la otra. De acuordo con la 
fórmula (63.3), las columnas de la matriz están compuestas por las 
coordenadas que tienen los vectores de la segunda base respecto do 
la primera. Mas la misma forma tiene también la matriz del «pora- 
dor lineal que transforma loa vectores de la primera baso en los do la 
segunda. Conforme al segundo corolario del teorema 77.2, este ope¬ 
rador es unitario. Por esto 

La matriz da la transformarlón de coordenadas al pasar de una base 
ortonormaliiada a otra base ortonormaUiada es unitaria. 

Llamaremos dos matrices semejantes unitarias , si son se melantes 
y Ih matriz de la transformación de semejanza es unitaria. De lúa 
propiedades del operador unitario se deduce que toda matriz unitnria 
es semejante unitaria respecto de una matriz diagonal de elementos 
diagonales quo, en módulo, son iguales a la unidad. 

Se escriben con facilidad las correlaciones que definen losolomon- 
tos de la matriz unitaria. Supongamos que la matriz V es de orden m. 
Designemos mediante u„ sus elementos. Entoncos, do la igualdad 
UU m — E se infiere que 


-{ 


0. si 1 * 1 . 
1. si i=f. 


Análogamonts. de la igualdad U*U — E obtenemos: 


S,*'*'-- 


0. si 1 * 1 , 

«. >i ¡"I. 


De este modo, los sistemas de vectores columna y vectores fila 
de cualquier matriz unitaria representan en si sistemas ortonorma- 
lizados. 

La matriz unitaria real U se denomina ortogonal. Esta matriz 
so dotermina por las siguientes correlaciones: 

UU ' = Ü'U = E. 
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Todas las propiedades do la» mairirt» ortogonales so deducen de 
las propiedades do las matrices unitarias 

lina matriz compleja cuadrada II se llama hrrmiiiana o auto- 
conlugada , si coincido con su inversa, os decir, si 
H - //•• 

De este modo, la matriz do un operador herroituno en la base orlonor- 
malizada es hermttiana. De las propiedades del operador hermi- 
liana se desprendo que cualquier matriz hermitiana os semejante 
unitaria respecto a la matriz diagonal real. Si h„ son los elementos 
de una matriz hermitiana //. entonces 

pora cualesquiera *. / De aquí obtenemos, en particular, que las ele* 
montos diagonales de cualquier matriz hermitiana non reales 

Una matriz hermitiana real II s« denomina simétrico. Esl» matriz 
Se determina por la correlación siguiente: 

II - //' 

Observemos que toda matriz Miné trica es soroajonte ortogonal 
respecto de la matriz, diagonal real. Une matriz cuadrada se llama 
normal, si es conmutable con su inversa. 

Do acuerdo con esta definición, una matriz de un oporador normal 
en la buso ortonormalizada es normal. Teniendo presente las propie¬ 
dades del operador normal, es fácil comprender quo toda matriz nor¬ 
mal compleja es semejante unitaria respecto de la matriz.diagonal. 

Las matrices de tipo especial son do mucha importancia en la cons¬ 
trucción do los miis diversos algoritmos do cálculo. No obstante, no 
serán nbjoto do estudio detallado Todas las propiedades de estas 
matrices son, de hecho, la reflexión de las propiedades análogas de 
los operadores correspondientes. 

Ejerc icios. 


1. Demuéstrase que toda matriz compleja es semejante unitaria respecto 

de la matriz triangular. , , 

2. Sean X,. X,.X_ los talóme propina de la malnx A. con la parti¬ 

cularidad do que cada valor propio se be evnto tantas vece» cual e» ru multi¬ 
plicidad. Demuéstrete que 


v IX, l‘<lr(AM). 


(8l.t) 


3. Demuéstrese que la igualdad «o la correlación (81.1) tiene lugar cuando 
y sólo cuando, le matnz A es normal. 

4. Haciendo uso de la fórmula de Bioct-Cauehy. demuéstrese que para 
cualquior matriz A los menores principales de la matnz A*A »n no negativos. 

5. Demuestre» que la suma de cuadrado» de los módulos de todos los 
menores do una matriz unitaria dispuestos en cualesquiera tilas o columnas 
fijados es igual a la unidad. 

C. Dmiui.it rose que toda matnz rectangular A puede ttr representada en 
la forma A = Q A ó. donde Q. * son unas matrices unitarias y A es una matriz 
diagonal de elemento' i. negativos. 
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$ 82. Continuidad y acotación 
del operador 

Hornos Introducido ol concepto 
de operador lineal como cierta generalización del concepto de (un¬ 
ción. Sí suponemos que en los espacios ae ha definido cierta idÓLtíca, 
podemos observar la analogía con la acotación de una función, la conti¬ 
nuidad de una fundón, etc. Al estudiar estos problemas, partiromos 
siempre de que un operador actúa del espacio normalizado m-dimou- 
sional X en ol eepacío normalizado «-dimensional Y. Si X no coincido 
con Y. las normas en ambos espacios pueden ser introducidas indo- 
pendientemente la una de la otra. 

Un operador A quo actúa do X en V se denomina continuo en el 
punto x<,€ tf.side la condición x* x, se desprende que A x k — Ax 9 
para cualquier sucesión Ix»} de X. Si el operador os continuo en todo 
punto del espacio X, ae llama continuo en lodo punto o, simplemente, 
continuo. 

teorema mi Un operador tmeal que achia en uncu espacios nor¬ 
malizados arbítranos de dimensión /mita ti continuo- 

demostración ToMM un vector arbitrarlo x # 6 X y elijamos 
en X una base cualquiera e¡, e t . e m . Tenemos 

X.-IPV. + ...+1?*.. 

Supongamos que x* -*x 9 y 

En conformidad con el teorema 53.1. de la convergencia en norma 
proviene la convergencia de coordenadas. Por ello, |J*> -► para 
todo s. Pero 

Ax.-tf'Ac l+ ...+£'Ae m 

y, además, 

/u,=sf’/ií,+ ...+áUí„. 

Ahora, de la convergencia |< 4 > -* 5í* para lodos los s so deducirá la 
convergencia Ax h -* Ax 0 en norma del espacio Y. 
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El operador A se llama acolado, si existe una constante M tal 
«juo |f Az || < M || x || para todo vector r p X . 

teorema i:: Un operador lineal que acida en unos espacios nor¬ 
malizados arbitrarios de dimensión finita es ccotado. 

demostración Supongamos que en cierto caso el operador A 
no es acotado. Entonces, existe una sucesión de vectores no nulos 
{**) tal que 

Mx„ |:>* || x* ||. 

Examinemos una sucesión de vectores 



Esta sucesión converge a cero, puesto que 
Por otra parte. 

Esto es testimonio de que la Sucesión {/4v«} no converge a cero, es 
decir, ol operador A no es continuo en core La con tradición obtenida 
con el teoremn 82.1 da por terminada la demostración. 

Resulta natural plantear la cueatión acorca de la consunto mí¬ 
nima do todas las consuntos M que satisfacen la condición || Az K 
< M II x |! para todos los vectores x. Puesto que el conjunto de estas 
consumes estó acotado inferiormento por cero, la constante mínimo 
exisU a ciencia cicrU. Se llama norma del operador A y se designo 
con el símbolo il A ||. Por definición, la norma de un operador poseo 
las siguientes dos propiedades: 

1) para todo voctor x del espacio X es válida la desigualdad 

M*B<IM INI *||. (82.1) 

2) para todo número e > 0 exisU Ul vector x, € A' que 

l|A*«IIXMII-e)ll*.|| (82.2) 

Demostremos que 

MU- sup \\Azl\ (82.3) 

.. . »*«<• 
o bien, que es lo mismo, 

si, desde luego, dim X > 0. 

Tomemos un vector arbitrario x que satisface la desigualdad 
|| x |X 1. Entonces, de Í82.1) se deduce que 

H Az l<M 111*KM II. 
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sup IJAxU<||A||. (82.5) 

Ma*l 

Luego, tomemos, de acuerdo con (82.2), un vector cualquiera x, y 
construyamos el vector 

'""fía 1 ’ 

En este caso 

U A». 11-77^7 II <‘AIIS'-|£ T (HAH—•>■«.11—»A||—«. 

Como || y, || — 1, resulta 

aup l|Ar||>u^y.||>|Ml|-e. 

IWII<» 

Por ser e arbitrario, ae obtiene que 

aup H4x!|>MB. (82.6) 

«»■<« 

Ahora, do (82.5). (82.6) v desprende la correlación (82.3) quo so 
trataba de ostablecer. 

Mostrnromos a continuación que la norma de un operador desem¬ 
peña un papel excepcionalmente Importante al introducir una métrica 
en los espacios de operadores lineales. En ese easo será esencial que ¡a 
norma del operador tenga una forma explícita (82.3). 

Ejercicio*. 

1. Demuíatr«*« quo «o un conjunto cerrado acotado da vectora» m alranran 
Isa cotas superior • inferior de lu normas de loe valoras dal operador lineal. 

2. DomuústrvM que un operador lineal transforma todo conjunto cerrado 
acotado en otro conjunto cerrado acotado. 

3. ¿Sor A ciarla la afirmación del ejercido anterior, ti don requiere la 
acotación del conjunto? 

4. Demuéstrase que eo U formula ($2 3) la cola superior se alcama on un 
conjunto de vectoras que satisfacen la condición g x | — 1, siempre que dim X •> 

5. Supongamos que un operador A actúa en el espacio X. Demuéstrese 
quo A es regular, si, y sólo », existe tal número «n > 0 que |Mxfl>m||x|| 
pañi todo x € X. 

§ 83. Norma del operador 

L'n conjunto de operador*» 
lineales que actúan do A' en Y es un espacio linca] de dimensión finita. 
Si osle espacio es lineal o complejo, se lo puede transformar en un 
espacio métrico completo, introduciendo en el primero, de tal o cual 
manera, una norma. 

La introducción de la norma en un espacio de oporadores lineales 
se efectúa mediante los mismos procedimientos que se usan on cual- 
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quier otro espacio lineal. No obstante, en el caso dado el mayor inte¬ 
rés lo representan sólo aquellas norma* en n xr que están relacio¬ 
nadas. de una manera suficientemente estrecha, con las normas on 
lo» espacios X, Y. Una da las clases más importantes de normas do 
este género U constituyen las llamada* normas concordadas. 

Si para todo operador deuxr* verifica la desigualdad 
IMx KM I- Mar|. 

cualquiera quo sea x £ X, Ja norma de los operadores se denomina 
concordada con las normas vectoriales en los espacios X, Y. 

La ventaja de las normas concordadas se ve claramente en el 
.siguiente ejemplo. Supongamos que /. es el valor propio del operador 
A que actúa en el espacio X. y i. un vector propio correspondiente 
a X. En este caso Ax — Xx, y. por k» tanto. 

|X|’||x||- ti Xx || a M/IKIM |'N*|. 

Por cnnaiguíen'e. | X |< II A ||. Aal pu.*v hemu* obtenido una deduc¬ 
ción muy importante: 

Imi módulos de loe valores propios de un operador lineal no son supe¬ 
riores a eualqulera.de sus normas concordadas. 

El ejemplo citado muestra que para obtener las mejores estima¬ 
ciones, es deseable emplear la menor de las normes concordados. 
Está claro que todas las normas concordadas están acotadas info- 
riornjento por la expresión (82.3). Si probamos que está expresión 
satisface los axiomas de la norma, ella será precisamente la menor 
de las normas concordadas. De este modo fustllIcoremos tanto la de¬ 
nominación de la expresión (82.3), como su designación. 

Evidentemente, para cualquier operador A la expresión || A || es 
no negativa. Si || A |I — 0. es decir, si 

aup i| Ax || — 0, 

|MIK> 

entonces || Ai || = 0 para todos los vectores x cuya norma no es su¬ 
perior a la unidad. Poro, en este caso, en virtud de la linealidad del 
operador. Ax * 0 para cualquier x. Por consiguiente A — 0. Para 
todo operador A y un número X se tiene 

I!XA||sup ||XAx||-|).| sup H¿x|l-|X|.||A|». 

•* IK« iw«i 

Y, por fin, para cualesquiera dos operadores A. B. de io x r 

||A + fl||= sup ||Ax-*-£x||< sup (||AxB+H^||)< 
wKi nano 

U 42 11+ " Bx 11 “ 11 ^ 11 +11 

Todas estas correlaciones significan que la expresión (82.3) representa 
en sí uDa norma en el espacio de operadores lineales. La norma (82.3) 
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se denomina norma del operador subordinada a las normas vectoria¬ 
les en los espacios X, Y. 

La norma subordinada posee también una propiedad muy impor¬ 
tante con relación a la operación de multiplicación de los operado¬ 
res. Supongamos que el operador A actúa de X en Y y el operador B, 
do Y en Z. Entonces, como se sabe, queda definido el operador BA. 
Teniendo presente la concordancia de las normas subordinadas, en¬ 
contramos 

H ti a II - wap t || (BA) X || - || B (Ax) ||< 

sup (ti A ||'l! Ai I» **• || ¿MI sup |¿x|-|l*IMMH- 
iuixi im<i 

De esto modo, cualquier norma subordinada del operador poseo 
las siguientes cuatro propiedades principólos. Para cualesquiera 
operadores A. B y todo número X 

1) || A || > 0. si .1 0; || 0 || = 0. 

2 , «XAH-^LAtu (g;u) 

3) |M + B ||< M II + II B II. 

4) II BA |l< II B IMM ||. 

Como propiedad adicional indiquemos que pa/a un operador idén¬ 
tico F. es válida In igualdad 

5) II E || - 1. 

Esta si* desprende de (82.3), puesto que Ex * i para todo vector i. 

En el caso general, la norma subordinada do un operador dependo 
tanto de In norma en el espacio X. como también do la norma on ol 
espacio Y. Si los dos espacio-* son unitarios, a título do norma on olios 
puado servir la longitud de los vectores. La correspondiente normo 
subordinada del operador se denomina norma espectral y so dosigna 
con el símbolo IMI : . Así pues, para todo operador A que actúa do X 
en Y so tiene 

MIIJ» sup ( Ax, Ax ). (83.2) 

t*. «xi 

Investiguemos algunas propiedades de la norma espectral. 

La norma espectral no inrla, cuando el operador se multiplica por 
cualesquiera operadores unitarios. 

Sean V. U los operadores unitarios arbitrarios que actúan on los 
espacios X. Y, respectivamente. Consideraremos el operador B = 
« UAV. Tonemos 

||fl||í- sup (Br, Bx) = sup (VAVx, UAVx) = 

(».»)< 1 •«•«'<! 

= sup (AVx. U*UAVs)= sup (AVx, AVs) = 
i*, «xi <*. «xi 

= sup lAVr. AVj)s i sup (Ap, Ao) = || A ||!, 
(*. eci 
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La definición de una norma espectral en la forma de (83.2) per¬ 
mite establecer su relación con los números singulares del operador A. 
Sean x„ x,.r. un sistema ortonorroalízado de los vectores pro¬ 
pios del operador A m A y sean p*. p*. . . pL los valores propios 

do dicho operador. Sin limitar la generalidad de los razonamientos 
su pojamos que 

(83.3) 

flepriwenlenic.!» el vector i 6 'X en forma de la descomposición 

j - a,r, + . .. 4 183.4) 

entonces 

.Según se ha observado en el } 78. el alatoma x„ .... se trans¬ 
forma por el operador A en un sistema ortogonal, siendo en este caso 
(Ai„ Ax t ) r pf 

para todo l. Por consiguiente, 


(4í. Arl- Vjd.l'Pl. 

quo da 

MU- sup f I o¡ l« PT. (8-3.5) 


y », k > 

i-t 

Está claro que bajo las condiciones (83.3) 

MU<P¡- 


Pero, para el vector x, el segundo miembro do (83.5) toma o) valor 
p?. Por ello 

n „ »*<-* 

Do este modo, 

La norma espectral del operador A es igual al número singular má¬ 
ximo. 

Recordemos que para un operador normal A los números singula¬ 
res coincidon con los módulos de los valores propios. Por consigtiien- 
te, la norma espectral del operador unitario os igual a la unidad, la 
norma espectral de un operador no negativo es igual al valor propio 
máximo. 


Ejercicios. 


I. Demuéstrese que pera e 
ífea la desigualdad 


■ propio X dr! operador A se veri- 


1 X I < ial | ¿* i' " 
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2 . Sea 9 (ij cualquier polinomio con coeítcientes do negativos. Demuéstrese 


que 

I f (X) B < 9 (1 * ■)• 

3. Ocmuéítroso que A I > C A “* I " 1 para lodo operador regular A . 
¿Cuando tendrá lugar la igualdad jura el caso de una norma espectral? 


| 84. Normas lualriciales 
del operador 


La norma espectral es, en esen¬ 
cia, la única norma subordinada del operador el cálculo do la cual 
no eatá relacionado explícitamente con las bases. En cambio, si en 
los espacios con operadora* dados se ban fijado algunas bases, en¬ 
tonces Ia posibilidad para introducir las normas oporacionales se* 
hace mucho más amplia. 

Así pues, consideraremos una vez más los operadores lineales quo 
actúan del espacio X en el espacio Y Supongamos que en A' está fija¬ 
da la base *„ *„ . ... t m y en Y, la base g„ q„ . .. g,.. Descom¬ 
pongamos un vector arbitrario x £ X según la base y obtendremos 
* — Xji, 4 . .. + (84.1> 

Ahora, la norma en el espacio A’ puede introducta», por ejemplo, de 
acuerdo con la fórmula (52.3) o por cualquier otro método, sirvién¬ 
dose de los coeficientes de la descomposición. De modo análogo puedo 
ser introducido también una norma en el eapacio Y. 

Las máa usadas son las normas del tipo (52.4). Por ello, investiga- 
rumos las normas de los operadores subordinadas y concordadas pre¬ 
cisamente con las del tipo (52 4). Más aún. convengamos en conside¬ 
rar que en ambos espacios X e Y ve han introducido las normas de un 
mismo tipo. Es evidente que las normas correspondientes del operador 
A han de <er ligadas de tal o cual manera con los elementos a,j do la 
matrir del operador en las bases elegidas. 

Demos a conocer, al principio, las expresiones para las normas do 
los operadores subordinadas a las 1-nortnas y oo-norroas de (52.4). 
Tenemos 

IIAII, — aup l|Ar|!, - sup (¿’ | |i|rt|)< 

|l>|l,<l UH.O *-l & 


< sup \¿j ¿J 
MI.4SI l-l f-i 


2 ifliill*il)< s«P (2 1*112 !«iil)< 

■*!»<« »-l ‘-1 


aS(máx 2l«iil)(«»P !l*lli)- 2l«i/l- 

i<X»>-i W<| Ci 

Mostremos ahora que para cierto vector x que satisface la condición 
II 11^ 1. II Ax ||, coincide con el segundo miembro de la correla¬ 
ción obtenida. 
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Supongamos que el valor máximo eo el segundo miembro se al¬ 
canza cuando f ^ L En este caso todas las desigualdades se convier¬ 
ten en igualdades, por ejemplo, para x = e,. Así pues. 

mi» |o,,|. 

!<*.« 

Anitoiranlente investiga también Ja otra norma: 

IIA ||— = Mtp Mr||_- sop ( mi> |V n„r,|)< 
mn.<t »«•«■ 

€ sup (mi» J l°«!*»l)< 

- ( .SÍil, |a " l) VK. luw " Jíll 1 

Supongamos que ol valor máximo en ol segundo miembro se alcanza 
para t « I. Tornemos un vector x cuyas coordenadas son x¡ — 
- I o„ |/a, ; . si a„ + 0 y x, - 1. si a„ - 0. No es difícil comprobar 
que pan» dicho vector todas las desigualdades se convierten en igual¬ 
dades. Por consiguiente. 

IMIU- m¿* * |«„|. 


Con el objeto de hallar la norma del operador subordinad» a las 
2-norinas de (52.4) procedamos de la manera siguiente. Por analogía 
con (32.1). introduzcamos un producto escalar en los espacio* X. Y. 
Entonces la 2-norma de (52.4) coincidirá con la longitud del vector. 
Por ello, la norma subordinada no esotra cosa que la norma ospeotral 
dol operador, correspondiente al producto escalar dado. Elegidos los 
productos escalares, las bases se convierten en ortonormaJizadas, 
razón por la cual en estas bases al operador conjugado le corresponde¬ 
rá una matriz conjugada. Al designar mediante A,, la matriz del 
operador A. obtendremos de lo dicho la siguiente deducción. 

La norma de un operador subordinada a las 2-normas es igual al 
número singular máximo de la matriz A 

Las normas examinadas son ciertas funcione'» de la matriz del 
operador. Mediante un procedimiento semejante pueden construirse 
no sólo las normas subordinadas, «wo también la« concordadas. Una 
de las más importantes normas concordadas es la llamada norma 
euclidiana. Designareraosla con el símbolo II-II*. Si el oporador A 
tiene en las bases elegidas la matriz A ,, con elementos a„. entonces. 
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por definición, 

im ii»=(Jj i *u e) 1 *. 

El segundo miembro do cala expresión es una norma en el espacio 
n X m-dimcnsional de operadores lineales. Por ello, el cumplimien¬ 
to de las primeras tres propiedades do (83.1) no causa duda alguna. 
Es de mucha importancia el hecho de que para la norma euclidiana 
se cumplo también la cuarta propiedad do (83.1). Para demostrar 
esto haremos uso de la desigualdad de Cauchy — Buniakovski del tipo 

* Consideraremos los espacios lineales X. Y, Z de dimensiones res¬ 
pectivas m, n, p. Supongamos que el operador A actúa do X en Y, 
y el opcradorj?. de Y en Z. Designemos mediante a„;b„ los elemen¬ 
tos de las matrices de estos operadores on las bases elegidas. Tenernos 

lifl-i II.- <! |, 12, I*) ,/, <(| 1 1 < J, I 

i*)(| i i«./i*)r- 

-((Í 2 i»« i’)(t I' l«.»I*)) 1 " - II a il»-lM ili- 

•-I »—i i-i MI 

En el caso general la norma euclidiana no es subordinada. El hecho 
de que alia esté compatible con las 2-normas so demuostra del mismo 
modo que el utilizado para demostrar la propiedad que acabamos 
de considerar. 

1.a comprobación directa permite establecer una fórmula de impor¬ 
tancia para la norma euclidiana. A saber, 

II A ||, - tr (A¿A„) - tr {A^). (84.2) 

Ahora podemos enunciar las siguientes deducciones. 

A una matriz conjugada en las bases ortonormalizadas le corres- 

C nde un operador conjugado. Al introducir on los espacios X, Y 
\ productos escalares por analogía con (32.1). convertiremos las ba¬ 
ses elegidas en las ortonormal izadas. Dado que la traza de una 
matriz es igual a la suma de sus valores propios de (84.2) «*■ deduce 
que: 

El cuadrado de la norma euclidiana de un operador es Igual a la 
suma de los cuadrados de sus números singulares. 

Al introducir productos escalares en X, Y podemos hablar de los 
operadores unitarios. Con referencia a estos operadores unitarios re¬ 
sulta fácil mostrar quo: 

La norma euclidiana no varía al multiplicar el operador por cuales¬ 
quiera operadores unitarios. 
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En efecto, como ys se ha indicado en los ejercicios del § 78, los 
números singulares no cambian cuando se multiplican por los opera¬ 
dores unitarios, mientras que la norma euclidiana se expresa solamen¬ 
te en términos de loa números singulares. 

En la mayoría de las aplicaciones relacionadas con las normas 
resulta importante no tanto la definición explícita de la norma del 
operador, como el cumplimiento de las propiedades (83.1). Por esta 
ratón la norma de un operador puede definirse axiomáticamente por 
intermedio de au matriz. Elijamos en los espacios, donde están fija¬ 
dos unos operadores, algunas bases; entonces a todo operador corres¬ 
ponderá cierta matriz. A toda matriz pondremos en correspondencia 
un número denotado por el símbolo ||- || \ supongamos que en este 
caso quedan cumplidas como axioma* las condiciones (83.1). El 
número || || se llamará norma de la matriz. Si ahora a todo operador 
se le pone en correspondencia la norma d* su matriz, será obvio quo 
do este modo en el espacio de operadores ae introduce una norma. F.s 
ovi don te quo las condiciones (83.1) se cumplen también para loa 
operadores Lo recíproco es también cierto. Toda norma del opera¬ 
dor engendra, con bases fijadas, una corma de la matriz. Estas normas 
de las rastricM se designarán mediante símbolos análogos ||-||, a 
||-1|., etc. Por lo visto, la concordancia de la norma también puode 
exigirse axiomáticamente. 

Los ejemplos examinados muestran que la realización práctica 
de la definición axiomática de une norma del operador en términos do 
la norma de la matriz ea posible. En lo que sigue, el hablar de las 
norma» de las maLicea y de los operadores, tiempre supondremos su 
concordancia y el cumplimiento de las condicional (83.1). 


Ejercido*. 

que con toda norma pan la matriz unidad m vonfioa la 
■ E B > I. (84.3) 

, X. loa valor» propio» d» ía matriz A. Demuéitreso quo 

lnl|*-L4a**- ? IX, I*. 

* M 

Compénse ata Igualdad con (81.t). 

§ 85. Ecuaciones operaelonales 

Uno de los más importantes pro¬ 
blemas del álgebra consiste en la resolución de los sistemas de ecua¬ 
ciones algebraicas lineales. Ya nos hemos encontrado más de una vez 
con este problema en el transcurso de nuestra narración. Ahora lo 


I. Demuíitroa 
do» igualdad 

2- Sean X,. ... 
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consideraremos desde el punto de vista de la teoría de operadores 
lineales. 

Supongamos que está dado un sistema (60.2) con elementos del 
campo P do números reales o complejos. Tomemos un espacio m-di- 
mensional X y un espacio n-diraensional Y sobre un mismo campo P 
y fijemos en ellos unas bases cualesquiera. En este caso las correla¬ 
ciones (60.2) serán equivalentes a una igualdad matricial dol tipo 
(61.2) y la última es. a su ves. equivalente a la igualdad operacional 
Ax - y. (85.1) 

Aouí. A es un operador que actúa de X en Y y tiene en las bases ele¬ 
gidas la misma matriz de que se dispone el sistema (60.2). Las coor¬ 
denadas de los vectores x 6 Xoy (Y en las bases elegidas son, respec¬ 
tivamente, (5,. l m ) y (n,. tu)- 

De oate modo, en lugar de los sistemas de ecuaciones algebraicas 
lineales podemos considerar las ecuaciones (85.1). El probloma con¬ 
sisto en hallar todos los vectores r(X que para al operador A y el 
vector y € Y dados satisfacen la igualdad (85.1). Una ecuaoión del 
tipo (85.1) se donomina operoclonal, al vector y lleva el nombra de 
segundo miembro y el lector x es la solución. Desdo luego, todas las 
propiedades de los sistemas da ecuaciones se extienden automática- 
monto o las ecuaciones operacionales, y viceversa. 

El teorema do Kronecker—Capelli enuncia la condición nacesaría 
y suficionto para que el sistema me resoluble en términos dol rango 
de la matriz. Esto no es muy cómodo, porque no permite observar 
una relación profunda que oxiste entre los sistemas y las ecuaciones 
de otros tipos. 

Sean X. Y unos espacios unitarios, entonces queda dofimdo el 
operador .4*. La ecuación (85.1) ae llamará ecuación no homogéneo 
fundamental y la ecuación 

A*u * v. 

ecuación no homogénea eon/ugada. Si los segundos miembros son nulos, 
las ecuaciones correspondientes se denominarán homogéneas. Resulta 
licita la siguiente afirmación: 

O bien la ecuación no homogénea fundamental tiene solución, cual - 
quiera que sea el segundo miembro, o bien la ecuación homogénea conju¬ 
gada tiene por lo menos una solución no nula. 

En efecto, designemos con r el rango del operador A. El mismo 
rango tendrá también el operador A*. Pueden observarso dos casos: 
o bien r mm n, o bien r < n. En el primer caso el campo de valores 
del operador A tiene dimensión n y, por lo tanto, coincide con el 

3 acio Y. Por eso la ecuación no homogénea fundamental debe tener 

ición. cualquiera que «ea el segundo miembro. En el mismo caso 
el defecto del operador conjugado es igual a cero, razón por la cual el 
núcleo no tiene vectores no nulos, es decir, la ecuación homogénea 
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conjugada no tiene soluciones no nulas. Si r < n. el campo de valores 
del operador .4 no coincide con Y y la ecuación no hoipogénea fun¬ 
damental no puede tener solución, cualquiera que soa el segundo 
miembro. En esta circunstancia el núcleo del operador conjugado 
se compone no sólo del vector nulo, a consecuencia de lo cual la 
ecuación conjugada homogénoa tiono soluciones no nulas. 

La afirmación demostrada es de significación especial cuando 
los espacios X, Y coinciden. En este caso la existencia de una solu¬ 
ción de la ecuación no homogénea fundamental, cualquiera que sea 
el segundo miembro, significa que el operador A es regular. Por ello, 
en el caso dado es válida la asi llamada 

alternativa DE prrdholm. O bien la ecuación no homogénea 
fundamental tiene siempre solución y, además, única, cualquiera 
que tea el MgUSÍ9 miembro o bien la ecuación homogéneo conju¬ 
gada tiene por lo menos una solución no nula. 

teorema de PREMIOLA! Para que la ecuación no homogénea 
fundamental sea resoluble, es necesario y suficiente que su segundo 
miembro sea ortogonal a todas las soluciones de la ecuación homogénea 
conjugada. 

demostración Designamos con N* el núcleo del oporador A* 
y mediante 7*. al campo do valores del operador A. Si la ecuación 
no homogénea fundamental es resoluble, entonces el segundo miem¬ 
bro y g T. De acuerdo con (75.8). se infiere que y A_N 9 > es decir, 
(y, u)*-0 para lodos los vectores u que satisfacen le ecuación 
¿4*u —0. Sea ahora (y, u)-0 para los mismos vectores u, entonces 
y L A r * y, conforme a (75.8), y 6 T. Mu, esto significa que oxisto 
un voctor z£ X tal qua Ax^y, es decir, la ecuación no homo¬ 
géneo fundamental es resoluble. 

Ejercido*. 

1. Dcinuéetrwe que la acu»<i6a A*As - A», e> resoluble. 

2 . Damuhtrese que la acuactóo (AM)P e - (A*4)« p e> raaolubla para 

"■wa^Tursa*. * >. 

«3» Fredbolm. 

$ 86. Seudosoludone* y un operador 
se udo inverso 

La definición arbitraria del ope¬ 
rador A y del miembro segundo y puode conducir a que la ocuación 
(85.1) no tenga ninguna solución. Evidentemente, esto so debe sólo 
a qué se entiende exactamente por solución de una ecuación. 

Tomemos un vector arbitrario z 6 X y consideremos oí vector 
r = Ax — y. llamado residuo del vector z. Para que z sea la solución 
do la ecuación (85.1). es necesario y suficiente que su residuo sea 
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nulo. A su ver, para que un residuo sea nulo, es necesario y sufi¬ 
ciente que í-oa nula su longitud. De este modo, todas las soluciones 
de la ecuación (85.1), y sólo ellas, satisfacen la igualdad 
| A* - y r - 0. 

Dado que el valor nulo de la longitud del residuo es el mínimo, 
la determinación do las soluciones de la ecuación (85.1) puede consi¬ 
derarse como el problema de la búsqueda de los vectores x, para los 
cuales la expresión 

0>e(x)- Mx-il* (86.1) 

alcanza su valor mínimo. El segundo miembro do esta expresión 
se denomina funcional del residuo. La búsqueda de los vectores que 
minimizan la funcional dal residuo tiono también sentido on ol coso 
cuando las soluciones de la ecuación (85.1) no existan. Esto sirve de 
baso pera la siguiente definición. 

Se llama seudosoluclón (o solución generaUtada) de la ecuación 
(85.1) todo vector x 6 X, para el cual la funcional del residuo alcanza 
tu valor mínimo. La seudoeolución de longitud mínima recibo el 
nombro de aoudosolución normal. 

Mostremos quo le seudosolución normal oxisto siempre y os. 
además, única. En los espacios X, Y fijemos las bases singulares 
*1.• Vi.V.- Se, 

x- f a,i„ V- ¿ P,v,. (86.2) 

P—« 

Tomando en consideración las correlaciones (78.2), obtenemos 

m ■ 

•«j-v-^Z! p.».v.-£ IW 

Convengamos en considerar, como hasta ahora, qus los números 
singulares p,. . . ., p, aon distintos de cero, miontras que los núme¬ 
ros restantes son nulos. Puesto que las bases singulares son ortonor- 
maliradas, tenemos 

—M*+JljM’- 

Es evidente que el valor mínimo do la funcional del residuo se conse¬ 
guirá para aquellos vectores x. en los cuales las últimas m — t coor¬ 
denadas a* son arbitraría, y las primeras t coordenadas so determi¬ 
nan por la fórmula 

<•» = 8»(p». 

La aoudosolución normal será 



(86.3) 
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Recordemos que los vectores x l+1 , .. z m forman la baso del 

núcleo A del operador A. Por eso ©1 conjunto de todas las seudosolu- 
eionea representa en si un plano en el «spacio X cuyo subespacio 
director coincide con ©1 núcleo N y el vector de desplazamiento 
coincide con cualquier seudosolución. La solución seudonormal es 
ti único vector, ortogonal a N, de ale plano. 

Haciendo uso de las correlaciones (78.2). (78.3). es fácil mostrar 
que las seudosoluciones. y sólo elfos, satisfacen la ecuación 

A'Ax *= A*». (86.5) 

En efecto,.escribamos los vectores z, y en forma de las descompo¬ 
siciones (86.2). Tenemos 

A’Alm X pla.x., A'n- S 

P-1 

Do aqui so doduce que las soluciones de la ecuación (86.5) serán los 
vectores z, y sólo ellos, para los cuales las primores t coordenadas a» 
so calculan según (86.3) y las últimas m - t coordenadas son arbitra¬ 
rias. 

De este modo, st la "solubilidad de la ecuación (85.1) no es garantl- 
sada, siempre podemos sustituir la resolución de dicha ecuación por la 
resolución de la ecuación (86.5). En este caso te asegura la mtnlmlsaclón 
de la funcional del residuo para la ecuación (85.1). 

El operador invorso Juega un papel importante en muchas investi¬ 
gaciones. No obstante, loe definido sólo pare un operador regular 
y por ahora no disponemos del análogo correspondiente para un 
operador degenerado y un oporador qua actúa de un espacio en otro. 
Dicho análogo puede sar construido sobre la base do eeudosolucionos. 

Supongamos que el operador A actúa del espacio X en el espa¬ 
cio Y. En este caso, a todo vector y 6 Y podemos ponerle en co¬ 
rrespondencia un único vectorz 0 (X qoe representa laseudoaolución 
normal do la ecuación (85.1). Dicha correspondencia determina cierto 
operador A', olcual actúa de y en X y lleva el nombre de operador 
seudolnverso (o inverso generalizado) del operador A. Por consiguiente, 
según la definición, 

z, - A*y (88.6) 

para cualquier y 6 Y. Está claro que si el operador A ea regular, el 
operador seudolnverso coincide con el inverso. Investiguemos las pro¬ 
piedades del operador seudoinvorso. 

Supongamos que a la par con (86.6) disponemos de u 0 ■= A*v 
para cierto vector v 6 Y. Consideremos un vector ay -f Pv para cua¬ 
lesquiera números a, p. Al tomarlo en calidad de segundo miombro 
de la ecuación (85.1), el vector az, + f)u« satisfará, a ciencia cierta, 
una ecuación correspondiente del tipo (86.5) y por osla razón seré 
una seudosolución. Puesto que z # , u 0 son ortogonales al núcleo del 
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operador A, será también ortogonal al núclao del vector etr 0 +■ P«o- 
Por lo tanto, dicho vector es la seudosolución normal. De esto modo, 
la llnealidad del operador seudoinverso queda establecida. 

Las propiedades del operador seudoinverso pueden ser fácilmente 
establecidas, si consideramos su acción sobro los vectores de las bases 
singulares. De acuerdo con (86.4). tenemos 


*■ 


*>t. 


6.7) 


Dp aquí se desprende que: 

El campo de definición , el núcleo y el campo de valora de lot opera¬ 
dora seudoinverso y conjugado coinciden. 

Con ayuda de las fórmulas (78.2), (78.3), (86.7) se pueden obtener 
diferente» correlaciones que relacionan los operadores A, A é , A*. 
He aquí algunas de ellas 


1) ( A •)♦ - (A*)*. 

2) (A*)* - A, 

3) (AA •)• - A A*. (AA*)» - A A*. 

4) (A*A)* - AM, (AMP - A*A, 

5) A A*A - A. 


Estas correlaciones se demuestran según el mismo esquema, ratón 

E or la cual a título do ejemplo consideraremos detalladamente sólo 
»s correlaciones primor* y tercera. 

Comparando (78.2) y (86.7) elijamos, en calidad dol operador A, 
ol operador conjugado A* Puesto que para este último se verifica 
(78.3). resulta 

Pi'g». *<*. 




0. *>/. 


Ahora, partiendo de (86.7), apliquemos una correlación, análoga 
a (78.3), al operador (A*)" En este caso 


M*>*»a-{ 


pflh. 

0, 


*«. 

*>(. 


De este modo, los operadores (d')* y ( A *)• coincidan sobre la baso 
x,. . . .. y, por tanto, son iguales. 

Al tomar en consideración (78.2). (86.7). concluimos que para ol 
operador A A* son válidas las correlaciones 


AA*y, 


{ 


I-Va. 

0. 


k>t. 


( 86 . 8 ) 


Esto significa que el operador .4.4* tiene un sistema ortonormalizado 
do vectores propios y, . . .. y,, asi como también los valores propios 
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reales-1 y 0, es decir, es hermitiano. De este modo queda establecida 
la primera de las correlaciones del tercer grupo. La segunda igualdad 
se desprende, evidentemente, de (86.8). 


Ejercicios. 

1. ¿Qué repítase ta ea si un operador qae e» reodoinreno respecto al ope¬ 
rador nulo? 

2. Supongamos qu* loe espacios X. y eos distintos. Escribas* la matrít 
d* un operador Mudotnveno en las baso* singulares y compárase ésta con (78.4). 

3. Sean U, V unos operadora* uniunos que actúan en los Mpacio» X e Y, 
rcapoctlvamaot*. Domuéstras* qu« 

{vái o* - o*á*v. 

4. Demuéstrese qua existan Ules ©paradora» K «o X y L en Y qu* M verifica 

A* - KA• - A»L . 

Describas.* la acción de loe operadores K, L. 

6. Demuéstrese qua un operador eeudotovara© s* dalia* univocaroonU por 
las condicionas 

AA'A mA, 

A* - KA» - A»U 

6. Demuéstrase qua todas la* eeu do soluciona*, y sólo ellas, almo do solu¬ 
ciones para la ecuación 

41 - 44*1 

7. EaubUtcase al sentido gaonótrico da las seodosoiuclonaa. 

§ 87. Perturbación y regularidad 
del operador 

Hemos subrayado más de una 
ve* que una variación peauefia de una basa, las coordenada» do un 
voctor o de loa elementos de una matriz, etc. puede tener por resulta¬ 
do ol cambio da varias propiedades relacionadas can la noción do 
dopendencia lineal. Esta noción desempeña un papel decisivo eo 
toda la teoría de operadores lineales, a consecuencia de lo cual resul¬ 
ta muy importante investigar la Influencia de la pequeña variación 
do los oporadores en las propiedades de los mismos. 

En la resolución de los mis diversos problemas hemos do utilizar, 
como un medio auxiliar, un operador próximo al operador idéntico. 
Por este término se entenderá un operador que actúa en el espacio X 
y tione la forma E + A, donde M II < 1 para una de las normas. 

Si X es un valor propio cualquiera del operador A, entonces 
1 + X seré un valor propio del operador E ■+■ A. Dado que | X | ^ 
< || A ||. entonces, en virtud de la condición || A || < 1. todos los 
valores propios dol operador A son inferiores en módulo a la unidad 
Por consiguiente, todos los valores propios del operador E + A 
son distintos do cero y este operador será regular. 
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De este modo, al cumplirte la condición »f ^4 || < 1. existe el 
operador (E + A) -1 . En cambio, si el operador E + A es degenerado, 
entonces || ^4 || > 1 para cualquier norma. 

Para cualquier número a, cuyo módulo es inferior a la unidad, 
es válida la correlación límite 

(i+<*)-•-lima,, 

p— 

donde 

Mostremos que una correlación análoga tiene lugar también para 
el operador (E -r A)~\ si || A !! < 1. Examinemos una sucesión 
de operadores {A p ) 

A,-^(-A)'. 

Ea fácil comprobar que 

(E + A) A, - E - {-Ar‘. 

por lo cual 

U(E + -4M,-£||- M^ll. (87.1) 

Formalmente esta Igualdad es verídica también para p — —1, 
siompre que se considere A — 0. 

Luego, ae tiene 

|| (£ + 4) A, - E || - 11M, - <£ + A)-‘ + A(A,— (£+A)-*)l1S» 
> | |M, - (£ + .4)-* || - M ll-M» — (E+A)-‘ III- 

- (i - IM I» II A, - (E + X)-‘ ||. 
Ahoro. teniendo presento (87.1). obtenemos, pero p ■=■ —1, Is oslime- 
ción do lo norma del operador (£ + A) -1 , et decir 

Para cualquier norma subordinada se verifica la igualdad || E || 1, 

por consiguiente, en este caso 

||(E-M)-'il<6 ,_', 7 T . (87.2) 

Cuando p > 0, obtenemos la estimación para la desviación del opera¬ 
dor A p del operador (E -4* A)~'. A sabor. 

|M,-<£+-!)-• IK-j^J^-. (87.3) 

En virtud de la condición || A || < 1. esto significa que la sucesión 
{Ap) convergerá al operador (£ + A)“ x . S» el operador A p se consi- 
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dera como aproximación hacia el operador (£ -f A)-‘. la fórmula 
(87.3) nos ofrece la estimación de la exactitud con que se realiza la 
aproximación. 

Sea A un operador regular cualquiera. Consideraremos el operador 
A + t A , donde i A es un operador arbitrario. Llamaremos e A per¬ 
turbación del operador A, y A -r e A . operador perturbado. Aclaremos 
«n qué condiciones, impuestas sobre la magnitud de la norma de 
perturbación, el operador perturbado será regular. Nos során do 
interés en este caso sólo los valores pequeños de la norma de pertur¬ 
bación. 

El operador A es regular y por aso osiste d operador A' 1 . Por 
consiguiente, se verifica la igualdad 

A + t A - A (E + A*'e A ). 

De Aquí se desprende que el operador A -f a A será regular, si, y sólo 
si. os regular el operador E + Á~ l t A . Esta condición su cumplo 
a ciencia cierta, siempre que 

II A-'e* ||<t 

para una norma cualquiera. Se cumple con mayor razón, si 
IM-» IIII e A H< 1. 

Do suorle que un operador perturbado será regular con todas pertur¬ 
baciones que satisfacen ¡a desigualdad * 

II «a i <M-* ir*. (87.4) 

Cuando el operador A es perturbado en « A , el operador invoreo 
A~ l recibirá una perturbación igual a (A + e A )** — A' 1 . Designomos 
mediante 

M.-ftjL. M—(87.5) 

las m.gnltudos da Uu ptrlurbatíonn rthlíMi de loa operadoras A 
y A ■' Al cumplirse las coodicioaas (87.4), al operador E + A-*e A 
sorí regular y por eso 

(A + e A )-' - A* 1 - ((A + e A )-‘ A - E) A-' = 

= ((A-> (A + e A ))-> - E) A- 1 - ((6+A-e A )--E) A-'. 


Do acuerdo con la fórmula (87.3), para p *-» 0, encontramos que 


IIW+«*)-‘-a-<II«£L£í 




Ahora, teniendo presontes las designaciones (87.5), obtenemos la 
siguiente estimación: 

(87-6) 

conde 

«a = II A-' ||-1| A ||. (87.7) 
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El número v x se doaomina número de condicionalldad del opera¬ 
dor A. Aunque este número depende de la norma elegida, nunca 
puede sor muy pequeño. De la igualdad 
E - A~ l A 


concluimos, lomando en consideración (84.3), que 

La fórmula (87.6) muestra que la pequeña perturbación relativa del 
operador A conduce a una pequeña perturbación relativa de A ml 
sólo on el caso en que el número de condicionalidad del operador A 
no as demasiado grande en comparación con la unidad. Con este nú¬ 
mero nos encontraremos también resolviendo otros problemas. 

Supongamos que con un operador regular A se resuelve la ecua¬ 
ción operaclonal 

Ax - y. (87.8) 


Examinemos una ecuación perturbada 

M+0*-r+«r ( 8 ™> 


SI se cumple la condición (87.4), la ecuación (Mrturbada (87.9) y le 
oxacta (87.8) tendrán las únicas soluciones x y x. Evaluemos su 
diferencia. 

A la par con (87.5), (87.7) introduzcamos las designaciones co¬ 
rrespondientes para las perturbaciones relativas en x. y. os decir, 


Tenemos 



‘.-w 


z-A-'y, i-(A 


De aquí encontramos 

x-x - ((£ T- A-'sa)-' - E) A-'v + {E + A-‘e A )-« A~\ 


y luego 

11*-* I! <|| (£ + A-'a A )-« - B |. || x 11+U (E + A~'z A )-« || X 

X|A-*1|. |l «sll- 


Convengainos en considerar que se emplea la norma subordinada. 
Tomando en consideración las estimaciones (87.2), (87.3), como 



¿i b m 


IE71I 


De acuerdo con las designaciones aceptadas esto significa que 

+ (87.10) 

La fórmula obtenida muestra nuevamente la significación del 
número de condicionalidad y esta vez también es importante, dosde 
el punto de vista de estabilidad, que eate número sea no demasiado 
grande. 

Ejercicio*. 

1. Damuéfttraee ou# un número de condicionalidad «aprendo en furnia 
•apeetral es igual a la ratón entro al número singular misino y al minino. 

2. Existen loe operadores cuyo ufanero de condicionalidad es mínimo. 
¿Quf represeoUo en sí eetoe operadores si ee emplea la norme «apecirol? 

3. Dereuéstnso que si nn operador ee nuhipl.ee por operador» unitario», 
su numero de eoodidonalided. oipresado en la noraa espectral o euclidiana, 
no vana. 

4. Demuéstrese que pan cualesquiera operadores regulares A. B se vorlflca 
la desigualdad 




5. ¿En qué indica la raita por la une el ilsiama de vectona descrito en ol 
S 22 es muy ineaMble? Evalúo* ,1 número de condicionalidad de un operador 
oti el que las columnas de la nutria coinciden con las coordenadas de los vasto- 


5 88. Solución estable 
de las ecuaciones 


La fórmula (87.10) muestra que 
para un operador, próximo a un operador degenerado, pueden obser¬ 
varse grandes perturbaciones de la solución, incluso cuando las perturba¬ 
ciones en el operador y en el segundo miembro son pequeñas. Puede 
parecer que este hecbo sólo se debe a que la propia solución no siempre 
existe. Sin embargo, la situación es análoga en el caso en que se defi¬ 
nen laa aeudosoluciones. 

Efectivamente, supongamos que un operador actúa en un espacio 
bidimensional. Supongamos, además, que en cierta base ortonormali- 
zada, a la ecuación (85.1) le corresponde un sistema de ecuaciones 
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algebraicas lineales del tipo siguiente: 

1-x, -f 0-x, = 1 

0 -x, + 0-x, - i. 

Es fácil determinar que la seudosolución normal ü 0 leodrá las si¬ 
guientes coordenadas: 

u. - (1. 0). 

Es muy posible que la ecuación porturbada conducirá on la misma 
baso al sistema 

1 -x, + 0 -x, -1, 

0-x, + e-x, «= 1, 

donde ol número e, aunque pequeño, será, sin embargo distinto do 
cero. Ahora la seudosolución normal üj*» de la ocuación perturbada 
tiene las siguientes coordenadas 

4*-(i. o- 

Cuando r. son paquofios. los «actores u, y u¡" no sólo son muy dlfo- 
rontos, sino quv son casi ortogonales. 

31 una ocuación tiene mis do una seudosolución, en el caso gene¬ 
ral, las porturbacionospequefias en el operador y ene] segundo miem¬ 
bro siempre causarán grandes perturbaciones eu la soudosolución 
normal. No obstante, mostraremos que o poar de que muchas nacional 
relacionadas can las salaciones aperactanaUs san inestables, la seudoso- 
lucltn normal puede ser definida de una manera estable. 

Supongamos que el operador A actúa del espacio X on el espacio 
Y y que, además, se resuelvo la ecuación (85.1). Por analoglo con la 
funcional del residuo, consideraremos la asi llamada funcional de 
regularitaclón 

O, (x) - a fx I* + \Ax -y I*. (88.1) 

donde a > 0. Está claro que para a — 0 pata funcional coincido 
con la dol residuo v alcanza su minimo en la s seudosoluciones de la 
ecuación (85.1). Aclaremos, en quó vectores alcanza el mínimo la 
funcionol de regularixación para a>0. Haciendo uso de la descom¬ 
posición (86.2), encontramos 

S | (“l“al*+lP»®a-Pa !*) + « _I “a l'+ I Pe I*. 

Do aquí se deduce que para alcanzar el mínimo, es necesario tomar 
los valores nulos de lss últimas coordenadas ai*.,.a m y mini¬ 

mizar. para todo * < t. la expresión 

* I o* I* + I P*«* “ Pa I*. 
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Esto nos da, para * < t. 

P»fl> 

De suerte que, el valor mínimo de la fuoeional de rcgularización 
( 88 . 1 ) se alcanra para todo a > 0 en el único vector 


-m- 


( 88 . 2 ) 


La comparación do las fórmulas (86.4). (88.2) pormile establecer 
ciertas correlaciones que ligan a. y Para p, a > 0 tenemos 

pifa+pi)* 

por lo cual se desprende que 

I*. r + toi', (88.3) 

donde 

*-1 * 

A continuación encontramos 




i n^ar“' 


de donde concluimos que 


dondo 


Por consiguiente, 


I »• - 'a I < ay. 


llm r« = v 


(88.4) 


De este modo, cuando los valores de a son pequeóos, el vector x a 
puede servir de aproximación a la seudosolución normal z„. 

Descompongamos los vectores i, y x, según las bases singulares, 
por analogía coo (86.2). Por comprobación directa es lácil convencerse 
de que Xg satisface la ecuación 

(A-A +aE)Xg -A’a. (88.5) 
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Para a > 0 el operador A*A + a E es definido positivo, por lo cual 
existe el operador (-4+ a£)"*. es decir, 

x a = (A* A + a£)-MV (88.6) 

En el vector x a se alcanza el valor mínimo de la funcional (88.1), 
por consiguiente, «D a (x a ) < O. (x,). Teniendo presentes (88.3), 
(88.4), obtenemos 

|/x a -p|*<|^-y|»+a(|x,|»-|x. |*)< 

<|4x#-|»l , + 2a»ii*- (887) 

Además, 0» a (x„) < 0> o (0), de donde se Infiere 

Junto con (88.6) esto es testimonio de que para cualquier operador A 
y todo vector y se tiene, para a > 0, 

|(d*d + a£)-'d*g|s;-^-. (88.8) 

En la resolución práctica do la ecuación (85.1) el operador A 
y al regando miembro y so fi)an. corríonlomonto, do manera inexacta 
y nos vemos obligados a considerar, en lugar do olios, al operador 
perturbado X y el segundo miembro, también perturbado, y. Si en 
los espacios X, Y so emplea a titulo do norma la longitud do los 
vectores, ontonces a ésta última le queda subordinada le norma 
espectral do los operador-.. Por esta raión supondremos que 

IM—Jfceíía. IIP-»II <V (88.9) 

Lo determinación do la solución aproximada x„. partiendo de X 
c y perturbados, conduce a una ecuación de tal Indole: 

MM+aeiíi-í*,. (88.10) 

Do (88.5), (88.10) encontremos 

(d'd + afi)(i„-s.)-de(di.-p)-d* (■&.-,) = 

= <d - d)* (di. -y) - i* ((d — A) a .—(»'— »)). 

Esto significa que la diferencia i, — x es la solución de la ecuación 
con al operador (d*d 4* aE) y el segundo miembro del tipo x = 
«= u + d*n. donde 

u- (d-d)*(di„-p), 
o= — ((d —d)r 0 —(y—y». 
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Por eso 

*«-*«“ (M + «£)-» u+(ÍM + rtE)-' A*v. 

Evaluemos ahora las normas de ambos sumandos en esta igualdad. 

l*os valorea propios del operador A*A + aE no son inferiores 
a o. Por consiguiente, los valores propios dol oporador (Á-r fiE)~ l 
no son superiores a a -1 . Para un operador definido positivo la norma 
espectral coincido con el valor propio mizimo, es decir, 

Teniendo presentes (88.7), (88.9), tendremos 

|| (dM+o£)-'»|<|| (A*A + ««)-• B,||u||< 

<*£ II II (II A *—y H»+2ot*Tn 1/! . 


Para oatimar el segando sumando, haremos uso do las fórmulas 
(88.3). (88.8), (88.9). Encontramos 

U(ÍM+a£)- | ^.|<J^-<j¿ r (;.U«.ll+í.). 

Asi pues, 


ll*.-x||<-^-(ll^.-»l( , + 2oV)’'’-r^T7r(í.l|l.ll+í»). 


El orror total d# ]■ soudoMluclón calculad* i. w 

II*,—*óll<ll*>—*.11 + 11*.—*.ll< 

<£«Y+ 0M*.- »IP + 2aVl' ,: + 

+ 7T?r( ; * II'•<+*•)• (88") 

El segundo miembro de esta desigualdad no contieno ninguna 
información referente a los perturbados p dados. Por olio oxisto 
tal a, para el cual el miembro citado alcanza su máximo. Este valor 
de a asegurará la aproximación casi mejor de x a a la seudosolución 
normal exacta x 9 . 

Supongamos que t A y e, son unas magnitudes de orden e y el 
propio e es suficientemente pequeño. Si la ocuación exacta (85.1) 
tiene solución, entonces Ax 0 — y = 0. En este caso el segundo miem¬ 
bro de (88.11) es. a juzgar por el carácter de dependencia de a 
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y i. una función del tipo 

«+* + -^7r- 

Cuando a = **•*. esta función toma un valor de orden t 1 '*. En cam¬ 
bio. «i la ecuación exacta no tiene ninguna sulución. entonces Ai, — 
- y 0. Ahora el segundo miembro de (88.11) es una función del 
tipo 



Cuando a -» e"\ ella toma un valor de orden r >ri . 

De tile modo . ti los dalos de entrado de la ecuación (85.1) están 

t refilados eon una exactitud del orden t. la teudotolueión normal puede 
litarte con la exactitud del orden e*\ n la ecuación exacta es soluble, 
y eon una exactitud del orden e*". en el caso contrario. 

Fl parámetro a. que asegura la aproximación necesaria de r„, 
no puede ser determinado, partiendo eólo de A e p perturbados. 
Esto so debe, principalmente, a que las condicione* (88.0) no garanti¬ 
zan la continuidad de la vudosolución normal en el campo dado de 
variación del operador y del «gando miembro. Con ol fin de detei- 
mmai el parámetro i *e usa. babiiualmcntr. una información ndi 
cional acerca de la solución En algunos problemas no se requiere una 
proximidad garantizada a la seudosolución normal, aino que se 
considera suficiente la definición estable del mínimo de la funcional 
del residuo. En lo* problemas de este tipo la determinación del pará¬ 
metro resulta algo más simple Aunque toda? estas cuestiones son 
muy importantes, no no* detendremos ante ellas, puesto que salen 
de los márgenes de este curso 


Ejercicios. 


1. Demuéstrale que u *® la mlMMCléa (88.3» es la longitud do la solución 
normal de la ecuación 

A -A (A-A )'<** - A-». 

2. Demuéstrese que y en la estimación (88.4) es la longitud de la elución 
normal de la ecuación 

(A-A)* s = AV 

3. Demuéstrese que la diferencia x. - x, satislaie la ecuación 
(A-A + a£) (A-A 4 p£l (*• - *») ■= lP — «> A-y 


4. Compárense (88 ti) y (87.10). ¿Qué puede 
(8S 11) en el caso de un operador regular A? 

5. ¿Con qué exactitud puede calcularse la seo di 


decirse sobre la estimación 
osoluciqn normal, si A — 0? 
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5 89. La perturbación y los valores 
propios 

La perturbación do un operador 
conduce, generalmente, a la variación de todos sus valores propios 
y vectores propios. Siendo muy complejo la investigación do dicha 
dependencia, nos limitaremos a ilustrarte con unos ejemplos. Resulto 
mas cómodo describir el problema dado en tórminos de las matrices 
de los operadores en ver de considerarlo en términos de los propios 
operadores. . . „ 

Seo B una malrir arbitraria de estrnclura simple y sea H una 
matru tal que 

n-'BH - A. (89.í) 

donde A es la matru diagonal de los valores propios J.„ . .. X„ 

Consideraremos una matril perturbada B - t- e, y alguno de sus 
valores propios ).. La matrir B + r, - XA es degenerada, por lo 
cual aeró degenerada también la matrir 

H-' (B + «, - XA) II - (A - X£) + 

Se presentan dos posibles cosos: 

1) X - X, para cierto I, 

2) X + X, para cualquier valor de i. 

En el segundo coso la matrir A — Xt es regular, por consiguiente. 
(A - XA) f - (A - XA) (A + (A - XA>-‘tf-‘r,H). 

La matrir. que inlcrvleno como segundo loctor, ea degoneiada. 
Esto significa que toda norma do la matrir (A - Xi'J-'/í 'c „// 
debe ser no inferior a la unidad. En particular, 
|l(A-X£)- 1 H-'e,«||,>l. 

De nqui se deduce que 

mil | (X,-X)-' 11| H -«||,||Cali. II /MI,>1 

««o 

o bien 

mln | X, -X | < || II ' ||, II e, II, II II II,. 

i« <■ 

En el primer caso esta desigualdad se verifica también, por lo 
cual 

I X, — X | ^ v H || a a II, (89.2) 

por lo mecos para uo valor da l. Aquí 

v„- \\H-' ||, llff Ib 

as el número do condicionalidad de la matriz H expresado por la 
norma espectral. 
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La correlación obten nía quiere decir que cualquiera que sea la 
perturbación tg de la matnz D. para todo valor propio X do la 
matriz perturbada B - t B existe tal valor propio de la matriz B 
que se verifique la desigualdad (89-2) Cabe notar que en nuestros 
razonamientos nunca hemos requerido que las perturbaciones r B fueran 
pequeñas La correlación (89 2) puede ser interpretada de una manera 
algo diferente A saber 

Los valores propios de una matriz perturbada se disponen en un 
dominio que representa la unión de lodos los círculos de radio v H || f B || t 
y centros en X,. 

Las columnas de la matri» // representan en ai los vectores pro¬ 
pios de la matriz fí. Por ello, de (S'J 2) re infiere que como medida 

Í eneral de la sensibilidad do lo» valores propios a la perturbación 
e unu matriz puede, evidentemente, servir el número de comficiona- 
lidad de la matriz H compuesta de fea vectores propio» (Ino do la 
matriz B\) La matriz //. que satisface (891), no es única, puesto 
que los valores propios est.m definidos, salvo unos factores arbitra- 
nos. Convengamos »n considerar que la matriz tv elige siempre do 
tal manera que el valor v,, queda mínimo Recordemos que en todo 
caso v || > 1. 

Si B es uno matriz normal y, además, bennitiana o unitaria, 
entonces H siempre puede elegirse unitaria En este raso \ H i 
y. por lo tanto, 

|X,-X|«Í lle.n,. (893) 

Examinemos más detalladamente el caso de una matriz hermiiiana B 
con l.< perturbación hermitiana *„ Abora podemos mostrar quo 
Fn todo círculo con el centro en X,. de radio J| e B ||, está contenido 
por lo menos un solo valor propio de la matriz perturbada 

Efectivamente, consideraremos eonvennonalmente la matriz B 4- 
+ ea romo «exacta* y la matriz B «-• \B -*• fj,i — t r . como «per¬ 
turbada* cuya perturbación es igual a — e,. Repitiendo textualmente 
todos los razonamientos, obtendremos una fórmula, análoga a la 
(89.3) con la particularidad de que en la primera los valores propios 
de las matrices ByB + r, rambian sus papeles. Esto significa que 
para todo valor propio X, de la matriz «perturbada* B existe infalible¬ 
mente por lo menos un solo valor propio X de la matriz «exacta* B + 
+ ij, para el cual la desigualdad (89.3) tiene lugar. 

Si los valores propios de la matriz B son simples, entbnces siondo 
la perturbación e„ suficientemente pequeña, todos los círculos 
se separan y todo círculo contendrá uno, y sólo un valor propio de la 
matriz perturbada. 

La fórmula (89 3) muestra que los valores propios de las roa tríeos 
normales poseen una estabilidad considerable a la perturbación. 
No obstairte. en el problema general de la definición de Jos valores 
propios este fenómeno •** iná* bien una excepción que una regla. 
SO* 
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A título do ejemplo consideraremos un caso, «limite» en cierto 
sentido, en que la matriz B «e compone de una sola caja canónica de 
Jordán. Se puede considerar convencionalmenle que todos los vecto¬ 
res propios de tal matriz son colineales. la matriz de vectores propio9 
es degenerada y, por consiguiente, su número de condicionalidad es 
Igual a «infinito». Así pues, supongamos que la matriz B de orden m 
tiene por expresión 

i». 1 

K I 
U ' 

0 >.. 1 

K 

Ea evidente que su polinomio característico es (X — X«r. 

Tomemos ahora tal motriz de perturbación »* en la cual solo 
un elemento, dispuesto en posición un. i) es diferente de cero y os 
igual al número i. El polinomio característico de la matriz perturba¬ 
da es igual a (X — X,)"* — e. Por ello, los valorea propios de la matriz 
perturbada se encuentran a la distancia de | e de lo» valores 
propios de la matriz exacta. Si. por ejemplo, m - 20, c - 10 " y X* 
ea de orden uno. entonces no »e puedo hablar de ninguna estabilidad 
Prártirn 

Es importante comprender qoo la inestabilidad do los valores 
propios no está ligada obligatoriamente a la presencia de valores 
propios múltiples y tampoco, con la mayor razón, a la presencia do 
las cajea de Jordán. Examinemos una matriz de orden 20 

(20 20 ü ) 

19 20 
18 20 
B~ • * 

o * 2 20 

1 

Es una matriz triangular y, por eso. sus valorea propios se consti¬ 
tuirán de elementos diagonales. A primera vista, están suficiente¬ 
mente bien separados y parecería que no hay ninguna razón de esperar 
la ineatabilidad. Pero, agreguemos la perturbación e al elemento 
nulo dispuesto en fa posición (20.1). El término independiente del 
polinomio característico variará en este caso a una magnitud de 20 1 » e. 
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Dado que el producto de lo? valores propio? es igual al término 
independiente, los mismos valores propios deben alterarse en un 
grado considerable. 

Unos problemas, mas complejo? aún. surgen al estudiar la estabi¬ 
lidad de los vectores propios. Está claro que si un valor propio X 
de la matriz B es inestable ante una perturbación, entonces el vector 
propio x. que corresponde a dicho valor, no puede ser estable a cien¬ 
cia cierta, puesto que B, X. x están ligados entre sí mediante la 
correlación lineal Bx «■ Xx. 

Sin embargo, resulta importante subrayar que si incluso los valo¬ 
res propios no varían como resultado de una perturbación. Jos vecto¬ 
res propios no sólo pueden ser inestables, sino que bu núrabro puedo 
variar. Por ejemplo, la primera de las matrices 
,2 0 U , ,2 0 0 , 

0 I 0 |. 0 1 r j 

\0 0 \) \0 0 I ) 


tiene tres vectores propios lmealmenle independientes y la segunda, 
dos vectores, aunque lo* valore» propios de estas matrices son iguales. 
Desde el punto de vista teórico, este fenómeno estrf relacionado sólo 
con el heclio de presencia de valores propios múltiples de Ta matriz 
inicial Pero, ruando una matriz se da aproximadamente, es dtfíell 
V frecuentemente imposible decir cuáles valores propios deben considerar¬ 
se múltiples y cuáles, simples. 

I.o.s problemas referentes al estudio de la estabilidad de los valo¬ 
res propios, los vectores propios y radicales aparecen como los más 
complejos en los apartados del álgebra relacionados con los cálculos. 


Ejercidos. 

|. supóngame? que una matm fl es de estructura «imple, pero tiene vainica 
propios múltiplos. Demuéstrese que pora cualquier número r > 0. un pequefto 
Como se quiera, exista tal perturbación t B . la cual satisface la condición 
II r, y •' e. que la matrii B -t s B ya no será de estniclura simple. 

2. Supongamos au« una malm B tiene valores propios distintos do» n doa 
) que d > 0 es la distancia mínima entre lo* valoro propios. Demuéstrese 
que existe tal perturbación r». la cual satisface la condición H r h |l, > «f, 
que la matrir í i i, no ser* da estructura simple 

3. Supongamos ahora que la matm B es hemnUana. Demuéstrese que si 
una perturbación Kermiliana < „ satisface la condición || e, !, < d 2 , la matriz 
B- t p tiene valor» propia* distintos dos a dos. 

d. Supongamos, por fin. que la matm B no es bermiUana y tiene valorea 
propios distintos dos a «to«. Demuéstrese que existe tal número r. el cual satis- 

lace I. condición 0 <* r d. que la matnz B + •„ tiene estructura «imple, 

siempre que |> B |,^r 

S. 1 rétese de establecer una relación má« estrecha entre los números r y d. 
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CAPITULO 11 FORMAS BILINEALES 
V CUADRATICAS 


§ 90. l*rop¡rdMU"t ceneralcs 
de Ins formas bllíneales 
y cuadráticas 

Veamos loa funciones numéricas 
V (x, y) de dos argumentas vectorial» x. y de cierto espacio lineal 
K«, dado sobro un campo numérico P. i. y toman los valorea de P. 
Una función <p (x, y) so llama forma bilineal, ai para cualesquiera dos 
vectores x, y. tí K n y todo número a £ P se verifican las correla¬ 
ciones 

<p (* + x, y) - «y (x. y) + (x. y), ? »«• y) - *<J> (x, y). 

9 ‘x. y + x)« 9 íx. y) 4- «y (x + «. ? ix. ay) - aq (x. yj. (90.1) 
Las primeras dos correlaciones de (90.1) significan la linoalidad de la 
forma «p (x. y) respecto del primer argumento las dos últimas, la 
linonlidad respecto del segundo argumento. 

Es fácil comprobar que la suma de das formas bilineales, como 
también el producto de una forma biliucal por un número sera nue¬ 
vamente una forma bilineal. Por esta razón, el conjunto de todas las 
formas bllíneales, definidas sobre un mismo espacio K m , que tomen 
los valores de un mismo campo numérico P xrk un espacio lineal. 
En este caso el «ero» del espacio dado será la forma bilineal 0 (x, y), 
para la cual 0 (x. y) — 0. cualesquiera que sean x. y. 0 (x, y) se 
denomina forma bilineal nula. 

Anteriormente ya nos encontramos con una función de tal índole. 
Comparando (27.1) y (90.1) . se nota con facilidad que un producto 
escalar en un espacio euclídeo es una forma bilineal. Recordando el 
papel importante quo desempeñó el producto escalar al estudiar los 
espacios euclideos y los operadores lineales que actúan en los mismos, 
podemos suponer que el estudio de las formas bllíneales será también 
útil. 
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Entre las formas bil incales las simétricas y las antisimétricas 
atraen un interés singular. Una forma bilineal 9 (x, y) se llama 
timétrica, si para cualesquiera vectores x, y £K„ se verifica la 
desigualdad 

T (x. 9) - t (I. *)• 

En cambio, si para cualesquiera x, y £ AT a 

f (x. 9) -f (9. x). 

la forma bilineal se denomina anllsimitrica. 

Toda forma bilineal antisimétrica 9 (x. y) se anula, si los argu¬ 
mentos coinciden. En efecto, como 9 (x. x) — — <p (x, x), entonces 
«p (x, x ) — 0 . Algo sorprendente parece el otro hecho, vinculado con 
los valores do una forma bilineal simétrica al coincidir los argumen¬ 
tos. A saber, cada forma bilineal simétrica 9 (x. y) se define unívo¬ 
camente por sus valorea, siendo coincídentes los argumentos. Efecti¬ 
vamente. sean x, y cualesquiera vectores de /C„. Tomando en consi¬ 
deración la simetría de la forma 9 (x, y), tenemos 

H (x + y, x + y) - 9 (x. x) -»■ 9 (y, y) + 2q (x, y). (90.2) 

de donde se desprende que 

T(*. ». ' + >)-»('. •>)-»(». »))■ (90.3) 

La fórmula obtontda demuestra que la afirmación enunciada es justa, 
puesto que el segundo miembro de la correlación re una forma bilineal 
simétrica. 

Una forma bilineal se descompone unívocamente en la auma de 
Ins formas bilioeales simétrica y antisimétric». Esta descomposición 
puede escribirse explícitamente 

*(*.»)—r•*(*•»>-*(r. (»••'))■ ( 90 - 4 > 

Es fácil comprobar qup los primores dos sumandos en el miembro 
derecho dan una forma bilineal simétrica y los dos últimos, nnti- 
siinélriea. Si se admite la existencia de alguna otra descomposición, 
entonce», al sustituir los argumentos iguales, habremos de hacer 
una deducción sobra la univocidad de la definición de la parte si¬ 
métrica de la descomposición y. consecuentemente, de la descomposi¬ 
ción en total. 

Si una forma bilineal no es simétrica, en lugar de (90 2) tendremos 
9 (x + y. x + y) - 9 (x, x) + 9 (y, y) + 9 (x. y) + 9 (y. x). 
Por consiguiente, 

jM->. ri+fl». »)}•• «+»)—?(*. ')-‘P(¡'.»!) 

(90 5) 
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Comparando la . orrelacion obtenida con (90.3). concluimos que para 
la forma bilineal anlisimetnca su parte simétrica se define unívoca- 
mcute por los valorea de la forma, siendo come identes los argumentos. 

A la par con las formas bilineales consideraremos también Ins 
así llamadas formas cuadráticas Sea 9 u. y) una forma bilinenl 
en el espacio K H Se denomina forma cuadrática la función uiiinérica 
q» (x. x) de un solo argumento vectorial i ( AT*. la mal m* obtiene 
de la forma bilineal 9 (x. y) sustituyendo el vectoi y por el vector x. 

En general, partiendo de la forma cuadrática, no se puede resta¬ 
blecer unívoca mente la forma bilmcal que la ha engendrado Pero, 
según se deduce do la fórmula (90.3). existe una forma bilineol simé¬ 
trica y sólo una de la cual puede ser obtenida la forma cuadrática 
inicial. Esta forma bilmeal se llama polar respecto a la forma cuadrá¬ 
tica dada. El conjunto de todas las formas bilineales que engendran 
una misma forma cuadrática puede ser obtenido por «limación de la 
forma bilmeal polar con una forma a ni isi métrica arbitraria Es por 
aso que al utilizar forma» bilineales para estudiar las propiedad» 
de las formas cuadráticas resulta suficiente limitarse sólo a la consi¬ 
deración de las formas bilineales simétricas. 

El hecho de quo una forma bilmeal no puede soi restablecida se¬ 
gún la cuadrática so debe a que la última no propon lona ninguna 
información «obre la parte antisiraélrica. cualquiera que sea la íonna 
bllinoal. 

IRMA MI ¡ a»s formas bilineales antiumétricas, y sólo rilas, 
u anulan, cuando todos los argumento* coinciden. 

DUKMTRación Ya hemos señalado que si 9 (x. y) os una forma 
imtisimétrica. entone» q (x. x) 0 para cualquier x. En cambio, 
si 9 (x, x) - 0 para todo x, entonces de U correlación (1*0.5) »o 
infiere que para todos los vectores x. y se verifica la igualdad 
9 lx. y) + «r (y. x) — 0 . es decir, la forma bilinenl 9 (x. y) es 
antisimétrica. 

Lo comparación de las propiedades que poseen el producto escalar 
y las correlaciones (90.1) muestra que en un espacio unitario el 
producto escalar no es. estrictamente, una forma bilineal. En un 
espacio complejo las formas bilineales hennitianas están estrecha¬ 
mente vinculadas con el producto escalar. Eo función numérica 
9 (x, y) se llama forma bilineal hermiUana. si para cualesquiera 
vectores x, y, s g K* y todo número a del campo de números comple¬ 
jos P se verifican las correlaciones 

9 (x + *. y) = 9 (x, y) + 9 (a. y). 9 í«u. y) - 09 (x. y), 

9 (x. y+s) = 9(*. y)+9(*. *). 9(*.«y)= »r(*. *>- 

La raya significa aquí una conjugación compleja 

En este caso también la suma de dos formas bilineales hermitia- 
nas y asimismo el producto de una forma bilineal hermiliana por un 
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número será una forma bilineal hermitiana. Por «lo el conjunto de 
todas las formas biIincales bermitianas que están definidas sobre un 
espacio complejo y que toman valores complejos es un espacio lineal 
complejo. 

La forma bilmea) hermitiana se denomina simétrica hermitiana, 
si parA cualesquiera vectores x. y 6 K r se tiene 

«r (*.«-•?(*. *)• 

Si para cualesquiera x, y 6 K m 

«TÍ*. *)--Í7£T). 

la forma so llama antuimétrica hermitiana. En los vectores coinci¬ 
den tes Ia forma antisimétrica hermitiana toma valores imaginarios 
puros, mientras que la forma simétrica hermitiana, valoren reales. 
Ahora, toda forma bilineal hermitiana se define unívocamente por 
sus valorea si los argumentes son coincidentes. Pero, en ver do (90.3), 
es licita la correlación 

»(*• v) -Tl*< x +*- r +rt-»('-».'-»)+ 

+ <T(! + ■». Í+I|l|—1»(1—I». í-líll (90.6) 

Do esta correlación se infiere, en particular, que 

Entre las tormos ltlineales hermitianas la forma nula, y sólo ella, 
toma los valoret nulos cuando todos los argumentos coinciden. 

En esto caso también la forma bilincal hermitiana puede ser 
unívocamente representada como una suma de la forma simétrica 
lieruntiana y la antisimétrica hermitiana. con la particularidad 
de que 

■p u .») -4 ts ,J . a + íT»Tü)+y (v ('.») - un- oí fo-V 

Las demostraciones do los hechos enunciados para las formas liermi- 
tianaa casi no se diferencian de la' demostraciones correspondientes 
parn las formas bilinealcs 

Se llama forma cuadrática hermitiana la función numérica <r (x. x) 
de un solo argumento vectorial x £ A'*. la < nal se obtiene de la fitución 
bilincal hermitiana q (x. y) al sustituir el vector y por el vector x. 
A diferencia de las formas cuadráticas, a base de una formo cuadrá¬ 
tica hermitiana se restablece unívocamente la forma bilincal hermi- 
tianA que engendra la citada forma cuadrática hermitiana. Este 
restablecimiento se real ira de acuerdo con la fórmula (90.6) y la 
correspondiente forma biliuea! se llama también polar respecto a la 
forma cuadráticd de partida 

La posibilidad de restablecer unívocamente una forma biltueal 
hermitiana sobro la base de la forma cuadiatica hermitiana en- 



cap si formas diii.neales y ci ad*aucas 


314 


pendrada por la primera se explica por una estrecha relación que 
existe entre las formas bilineales simancas herinitianas y antisi- 
mélricas hermitianas. 

lema «: Si 9 (x. y) es una forma bilineal simétrica lanti- 
slmétrica) hermitiana. entonces tf (x. y) = iq (x. y) será una forma 
bilineal antisimétrica < simétrica ) hermitiana. 

demostración. Sea, por ejemplo, q (x, y) una forma simétrica 
hermitiana. Entooces, para todos los vectores x, y se tiene 

víx. y) = iv(r.y)-9(u,y) = 9(v. Í/) - /)- -♦(jf.'x), 

es decir, \|> Ix, y) es una forma antisimétrica hermitiana. El caso de 
la forma anlisimátrici hermitiana ftx. y) se considera do modo 
análogo. 

En lo que sigue trataremos frecuentemente las formas cuadráticas 
hermitianas engendradas por las formas bilineales simétricas hermi¬ 
tianas . 

lema j Entre las formas bilineales hermitianas las simétri¬ 
cas. y sólo ellas, engendran formas cuadráticas hermitianas reales. 

DEMOSTRACION Anteriormente ya se ha observado qua las 
formas simétricas hermitianas loman valores reales cuando coinciden 
los argumentos. Supondremos ahora qua una forma cuadrática herml- 
liana 9 (x, x) toma sólo los valores reales. Conforme a (90.6). para 
la forma bilineal polar f (x, y) tenemos 

*(».*) -T<»ür+*. *+*)-»(»-*■ *-0 + 

— *+»>—»(■*—». •*—+ ítt. *—<»>— 

—1» (í+1», ‘ + ■*)) “ ■x ln^l.1‘1) - *('-».*-») + 
+I<p(i+ |V.I + i »)-‘i (‘ — •».*— ‘»)l - v{*■«)■ 

corolario Entre las formas bilineales hermitianas las añil- 
simétricas. y sólo ellas, engendran formas cuadráticas hermitianas 
imaginarias puras. 

corolario Ninguna forma bilineal antisimétrica hermitiana 
puede engendrar una forma cuadrática hermitiana real. 

Según se deduce de las propiedades de linealidad de las formas 
bilineales y bilineales hermitianas respecto de cada argumento, 
9 (0, 0) =* 0 para cualquier forma cuadrática 9 (x, x). Sin embargo, 
en el caso general pueden existir también los vectores no nulos x, 
para los cuales 9 (x. x) «= 0. Tales vectores se llamarán Isótropos. 
El concepto de isotropia está ligado sólo con la forma cuadrática. 
Por ello, unos vectores, isótropos para una forma cuadrática, pueden 
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no serlo para otra forma cuadrática, y viceversa. En particular, el 
lema 90.1 significa que para una forma cuadrática engendrada por 
una forma bilíneal antisimátrica, todos los vectores del espacio K n % 
salvo el nulo, son isótropos. 

De las formas reales hermitianas y ordinal ias son do mayor uso 
aquellas que toman los valores de un mismo signo para todos los 
argumentos vectoriales La forma cuadrática real 9 (i. x)m denomi¬ 
na definida positiva, si 9 (x, x) > 0 para todo x 0. La forma se 
llama no negativa, si para todo x ¿0 se cumple la desigualdad 
9 (x, z) > 0. Análogamente se definen las formas cuadráticas no 
positivas y definidas negativas. 

Como regla, solamente las formas cuadráticas definidas positivas 
y definidas negativas se llaman de signo constante. Pero, a vecos, 
asi se llaman también las formas cuadráticas no nogativas y no 
positivas. Con el fin de evitar toda clase de equivocaciones, las for¬ 
mas cuadráticas definidas positivas y definidas negativas se llama¬ 
rán. cuando sea necesario, estrictamente de signo constante. 

Si una forma cuadrática real es do signo constante, la forma 
bilíneal hermiliana 11 ordinaria que la engendra se llamará también 
definida positiva, no negativa, etc. 

Si una forma cuadrática real 9 Ir. x) es estrictamente de signo 
constante, no tiene vectores isótropos. En el caso de las formas 
bilinealos reales y bi linéalo'» simétrica» hermitianas 9 (x, y), las 
correspondientes formas cuadráticas serán reale» v para ellas resulta 
cierta la afirmación reciproca A saber. tieno lugar el 

teorema mi Supongamos que una forma cuadrática 9 (x. x) 
está engendrada por la torma bilíneal real o bilíneal simétrico hermi¬ 
li ana <f (x. y). Si 9 (x. x) no tiene vectores isótropos, es estrictamente 
de signo constante 

nLMOftrnuio*» Como va se ha indicado, la forma cuadrática 
9 (x. x) es real En ambos casos toma en vectores colineale» los 
valores de un mismo »igno Supongamos que 9 (x, x) no es ostricta- 
raonte de signo constante En esto caso existen tales vectores linoal- 
mente independientes u. r que 9 (u. u) 1 > 0 y 9 ( 0 . v) 0 Par» 
todo número real a 

9 (u + av, u +■ - % (u. ui r * 19 U*. »It< (p. u>> + 

4-aV (r, y). (90.8) 

El segundo miembro de p**ta igualdad es un polinomio de segundo 
grado respecto de a. Su» coeficientes son reales, lo que se doterinina 
poi ni carácter real de la forma cuadrática 9 (r. x) y el lema 90.3. 
Puesto que 9 lu. u) y 9 iv, P) son de signos opuestos, el polinomio 
(90.8) tendrá dos raíces reales Sea a 0 un» de ellas. Esto significa 
que 9 iu -r a a p. u + a*P) — 0. Sin embargo, el vector u + a*t> 
es no nulo por ser los vectores u. o linealmente independientes, por 

10 cual, la anulación en él do l.i forma cuadrática no o» posible por 
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hipótesis del teorema. La con Ira dicción obtenida da por terminado 
Ib demostración del mismo. 

No es casual que en el teorema 90.1 nos limitamos a la cúii.'idera- 
ción de las formas cuadráticas engendrada» sólo por las formas 
bilineal real y bilme.il simétrica hermiliana. Ninguna otra forma 
bilineal puede conducir a una forma cuadrática real Nos queda 
considerar, de hecho, solo una forma bilmeal en un espacio complejo. 
Pero tal forma bilineal no puede engendrar una forma cuadrática 
real que no sea idénticamente igual a cero. Si para cicilo vector u 
una forma cuadrática loma oí valor real q (u. u) que no es igual a ce¬ 
ro. entonces v - '**•» “1 «era un número complejo, 

cualquiera que sea i complejo con las partes imaginaria pura y real 
no nulos. Asi pues. 

Para las turmas cuadráticas rtalet la condición necesaria y sufi¬ 
ciente de que estas formas no tengan i'eeiorrs isótropos comiste en el 
mantenimiento estricto de signo constante 

La forma bihneol compleja genera siempre una forma cuadrá¬ 
tica. que tiene vectores isótropos, siempre que esté definida en un 
espacio lineal cuya dimensión «*s superior a uno En efecto, si supo¬ 
nemos que esto uo es asi. *e bailarán siempre unos vectores lineal- 
mente independientes u. v. para los cuales q (u. u> «a U. q i»\ r-J y- 
U Pero, de conYm midad con (90 8». el vector u -t av será isótropo, 
elegido de manera adecuada el número complejo n La forma comple¬ 
ja bilmeal liermitiaua puedr generar una forma mediática que no 
tiene vectores isótropos. Según se deduce de nuestras investiga» iones. 
Para que una forma cuadrática engendrada por la forma h\lineal 
hermiitana no tenga Lectores isótropos, es suficiente que la parte real 
(o imaginaria) de la forma cuadrática tea estrictamente de signo eon» 
tante 


Ejerrlclos. 

1. Demuéstrese que para toda forma biiioeal <j (». jrj w verifican las 
desigualdades <p (0. *> - f (x. 0 ) - p, cualesquiera que sean r. v( A*„ 

2. Determínense la d na ene ion jr la bare de un espacio lineal de formas 
biliar* lea. 

3. Demuéstrese que los conjuntos de formas bilmcale* simétricas > antl- 
aimélricaa forman aubespacios en un espacio lineal de «odas Us formas bilineales. 

4. Demuéstrese que un espacio de todas las tornas bilineales es la suma 
directa de los aubeapacn* de Us formas bilinealee simétricas y aotisimilncas. 

5. Demuéstrese qua un conjunto de todas las (oimas cuadráticas forman un 
espacio lineal. Determínense su dimensión y la base 

6. £ Formarán los subtspacio* lineales tus siguientes conjunto» de formas 
cuadráticas; 

formas cuadráticas do signo constante. 

formas cuadráticas que toman !•« valores reales. 

formas cuadráticas que no tienen vectores isótropos. 

formas cuadráticas, para las coale* todos lis vatio re* del conjunto dado 
son isótropos? 
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7. Demuéstrese que pera toda Ismu cuadrática. dada en un «pació norma- 
liúdo, existe tal numero a que para todo * 

| f <#. x) | < « | * *. 

8 . Supongamos que la turma cuadrática q Ix. r) « wtnctameote de signo 
constante y la forma cuadrática 9 (/. ti n arbitraria Demuéstrese que existe 
tal numero 0 , que |«ra todo 1 

11 (*. «t I < fe (r. *Y 

9. Demuéstrese que una forma cuadrática do es estrictamente de signo 
constante cuando, y adío cuando, el cno>iDto de vectores isótropos y oí vector 
nulo forman un subc.pacio lineal 

10. £ laminen* los ejercicio* 1-9 pura las formas Alinéalas hermitianas 
y la* cuadráticas. ¿Serán verídicas todas Ui afirmacionw enunciadas? 

11. Supongamos que en el espacio complejo A'„ un aubespacio L sólo consisto 
de los vectoras isótropos de U forma bilineal bemntiana q (x. p) y d vector 
nulo Demuéstrese que q <■. vj - 0 para cualesquiera vectores *t l. 

| 01. Matrices fe las forma» 
bil incales y cuadrática* 
Investiguemos una forma bi lineal 
tf (x. y) definida en el espacio A'. Elijamos en A* dos» bases» fijadas 

*». 'r • *» y 7|. 9v • 

f ^ II ¿ 1/9/. 

»-t >-• 

En virtud de las propiedades (90 i) tenemos 

»(».»>-»( s?i'i- x i.*,)- r vvjitiii- 

»-» »-l i-l H 

Designemos. como .inte», con x, • y f las matrices do dimensiones 
n X 1. compuesta» por las coordenadas de los ver toros x y y en 
las bases correspondiente», y medíanle G„. la matrir de orden n 
con los elomentos /*•£*' * fe,. <f,). La cmrclanou (91.1) significa 

que 

S «x. y) - x¿G,,y, (91.2) 

De este modo, siendo fijados las bases en el espacio A,, la forma 
bilineal puede ser representada on la forma matrinal (91.2). 

se llama matriz de la forma b¡lineal y Con las bases fijadas se 
define unívocamente Si suponemos que para la formo 9 (x. y) 
existe, además de (91.2). otra representación análoga con cierta 
motriz F, v entonce#, al poner x = íj. y — q, obtenemos en seguida 
que f' v - 9 (e h g ; ). es decir. - G rr 

Cabe señalar que el segundo miembro de (91.2) define, para cual¬ 
quier matriz G tq . cierta forma btlineal. El cumplimiento de las 
correlaciones (90.1) se infiere directamente de las propiedades co- 
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respondientes de las operaciones matriciale». Así se establece, con 
las bases fijadas en K n , una correspondencia biunívoca entre las 
formas bihneales y las matrices cuadradas. 

Al cambiar las bases en A'„. la matrir de la forma bilineal. desde 
luego, varía Sea P una matrir de la tiansformanón de coordenadas 
al pasar de la base e,. e„ . e„ a la /,. . . .. I n y sea Q la 

matriz de la transformación de coordenadas al pisar de g,. g,. ... 
• • m b > l|i l|. • *». De acuerdo con (63.3) 


x. - Px„ - Q ¥u 

por lo cual de <91.2) se desprende que 

«P U. V) - y, « JiP'GnQy,. 

Pero, por otra parle, 


Por consiguiente. 


0 „ - 


(91.3) 


(91.4) 


Como las matrices P y Q son regulares, entonce», de acuerdo 
con la terminología introducida on el « 64. las matrices ü,, \ G 0q 
se llamarán equivalentes. Según se ba señalado anteriormente, las 
matrices equivalentes de un mismo orden, y sólo ellas, tienen rango» 
Iguales. Esto os testimonio de que el rango de una matriz de la forma 
bilineal no dependo do las baso* elegidas y e» una característica de la 
misma forma. Llamémoslo rango de la forma bilineal Una forma 
bilineal se llamará regular, ai es regular su matrir. Como característi¬ 
ca de una forma bilineal sirve también la diferencia entre la dimen¬ 
sión del espacio A» y el rango de la forma. Se llamará dicha caracte¬ 
rística delecto do la forma bilineal 

Do los resultados del 5 M se desprende qne todas las matutes de 
un mismo rango son equivalentes a la matriz diagonal con lo*> ele* 
mantos 0 y 1. En el lenguaje de las formas bihneales este hecho 
atestigua que para una forma arbitraria de rango r siempre pueden 

indicarse tales bases /,. y t,.f», en las cuales 

la formo tendrá una expresión más simple. A saber, si 


j'l/l. í - S V|!„ 

I—I »—1 

entonces 




La elección separada do las bases para toda forma bilineal va¬ 
riable so realiza raramente. Con mucha más frecuencia se utiliza 
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una base común. Sea r,. e,.e* cierla base «le A'„ y 

■ ' 

En esta caso, por analogía con (91.1), obtenemos la siguienta repre 
recitación do la forma bilineal: 

T <*.»)-2 f *(»i.*»)tiTf. 

til ,-i 

o, en la escritura matricial. 

i»(z. p)« r)G,p.. (91.5) 

Aquí G, es una matriz con loa elementos g¡;’ - q> (ei«j). En lo suce¬ 
sivo la matriz G, se llamar! siempre matnz de la forma bilineal. 
Si, de nuovo, P es una matriz de la transformación de coordenadas 

al pasar de la basa e„ e.. a la /„ /,./„. entonces as 

motrices G, y G, de la misma forma bilineal 9 (x. y) estarán ligadas 
entro si, da acuerdo con (91.4), por la correlación 

C, - P'Gf. (91,6) 

tas matrices G, y G,. ligadas mediante la correlación 191.6). 
siendo regular la matriz P. so donominan congruenus. Los matrices 
congruentes son siempre equivalentes. Lo recíproco, desdo luego, en 
al rueo gonaral no es eierto. 

Todo lo dicho acerca de las formas bllinealoo puode sor aplicado 
con cambios insignificantes a las formas bilioealea hormitlanas. 
Todo forma liermitiana so representa unívocamente en forma tnatri- 
cial 

qi(x, *)• s)G„p,. 

siendo fijadas las bases e„ e,.e. y . . í„. Al pasar 

a las otras bases /„ I, ./. y V . . . '"««t *> < 91 - 4 ) 

tendremos 

Cn-P’Cu?. 

Si los argumentos de 1* forme bilineal hormitiana están dedos on 
une misma bese, le anotación nutricia! de la forma es análoga a 
(91.6). A saber 

¥ (x, 9 ) -- (91.7) 

Al posar a la nueva base, las matrices de la forma quedarán ligadas 
entre ai por la correlación 

G,~PG,P 

y se dirá que estas matrices son congruentes según Permite. 
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Ahora se puede establecer la relación entre la e*presión de una 
forma bilmeal y la de su matriz. Si la forma es simétrica, para cual¬ 
quier tone e,. e. .e, se tiene 

í‘! -1 <«,. »,l -1 f.) - *!"• 

donde G, = G; y la matriz G t de la forma s ir. y) es slmitríca. En 
cambio, si la forma es anlisimétrica. entonces 

f'.V - f (C|. 'i) -«»<*> «•.)“ —€>'<'■ 

es decir. G, - — G.. En este caso la matriz G. se llama también 
antlnmilnca. 

Lo afirmación recíproca es asimismo cierta. Si en una base la 
matriz de la forma es simétrica (antmmétnca). la forma bilineal 
que lu genera será también simétrica lanUaimétrica). Sea G, - G',. 
entonces 

* o . -> - '- c -a - ■*#.». -1 <■*'» 

SI, en cambio. G; - _G„ entonce 

t (a. y) - y¡G,x, =- (yW,a.)' - ¡X'*. - - xíC.y, - - » (c. y) 

Las afirmaciones análogas subsisten también realícelo de la 
rotación exúdente entre la forma bilineal hermltlena y su matilr. 
SI la (orina hermltlana os simétrica, entonces 

líV-*<«■• *lr,. 'il-e’i' 1 

os decir, C, - 6; y la malrir C, do la lormn i (x, y) c» hetmlllana. 
Si la forma os anlisimétrica hormitianl. entonces 

«i? - »(«,. c,l- C|l" -¡re¬ 
dondo G, - -GJ. En este caso la matrlr C, se denomina anliherm- 
liana. r 

Son ciertas también las afirmaciones recíprocas. Sea G f - O,, 
entonces para uno forma bilineal bermitiana generadora tenemos 

V (!/> *) ™ V&»*» ** “ ¿Cír* - 

- q (j. y). 

Para el caso en que C, - -C? encontramos 

<P {p. xj - p#,x, = (if#«x.)' ^ ~ _ 

- ¿G'.y, = - JÍG,p, = - *■(*. p). 
La matriz de la forma bilineal nula sólo se compone de elementos 
nulos, es decir, es una matriz nula. Esta es la única matriz que al 
mismo tiempo es simétrica y antisi métrica, al igual que la forma 
nula. 
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Va se ha notado que existe una relación estrecha entre las íorraas 
bilmeales simétricas y las cuadráticas. Esta relación se observa 
claranieute en el nivel malricial. Para una forma bilineal 7 (x, y) 
es válida la correlación matricial (91.5). Para la forma cuadrática 
correspondiente tenemos 

*<’. 1 ) = i.Gs.. (91.8) 

Siendo fijada la base e t .cada anotación del tipo (91.8) 

define, para cualquier matriz G„ cierta forma cuadrática. La matriz 
G, en (91.8) ya no se llama matriz de la forma bilineal. sino matriz 
de la forma cuadrálua. 

Si para las formas bilmeales existe una correspondencia biunívo- 
ca outre las formas y las matrices de éstas, siendo fijada una baso 
en K n , en las circunstancias que se describen tal correspondencia ya 
no existe. Cada forma cuadrática puede ser definida por un conjunto 
de sus matrices. Dicho conjunto contieoe una sola matriz simétrica 
y la diferencia entre cualesquiera dos matrices del conjunto dado es 
una matriz antisimétrica. 

De este modo, cualquier forma cuadrática ordinaria puedo ser 
definida siempre por una matriz simétrica. Al pasar a otra base, 
las matrices de la forma cuadrática varían de conformidad con 
(91.tí) Por esta raxoo conrfuiraos otra vez que los problema* do 
investigación de las formas bilmeales simétricas y de las cuadráticas 
están estrechamente entrelazados. Para li¿ formas cuadráticas hermi- 
tinnas ya no es así. puesto que entre éstas y la* formas hilineales 
hermitianas existe una correspondencia biunívoca y la misma co* 
rrespondoncin se mantiene entre sus matrices. 

Por analogía con las formas bilineales. se llamará raneo de una 
formo cuadrática el rango de su matriz en cualquier base. Si la 
matriz de una forma cuadrática es regular, la forma cuadrática se 
denominará también regular. 

El estudio de las forma* hilineales significa, en esencia, el estudio 
do sus matrices en diferentes bases o. lo que es igual, el estudio de la 
clase de matrices cougrueotes. Por ello, las investigaciones que siguen 
quedarán relacionadas con el examen de las clases de las matrices 
congruentes y congruentes según Hennite. 

Para las clases de este género pueden indicarse ahora mismo toda 
una serie de propiedades que provienen de los resultados obtenidos 
anteriormente. Asi por ejemplo, una matriz congruente do la si¬ 
métrica (antisimétrica) as necesariamente simétrica (antisimétrica). 
En particular, una matriz congruente de la matriz diagonal será 
simétrica. De aqui concluimos que una matriz simétrica no nula 
nunca será congruente de la antisimétrica. aunque puede ser equiva¬ 
lente a ella, lina matriz antisimétrica no nula nunca puedo sor 
congruente de la diagonal. Una matriz, congruente según Hermite 
de una matriz hermitiana (antihermitiana), es obligatoriamente 
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hormitiana (antihenuítiana). Enire las matrices diaconales, como 
matriz honniliana (aalihermiliana) puede intervenir sólo la que 
tieno elementos reales (imaginarios putos). 

En concordancia con las descomposiciones (90.4), (90.7) do las 
fonii.ii bilinrales y bilineales según Hermite. obtenemos unas des¬ 
composiciones de una matriz arbitraria en la suma de las matrices 
simétrica y antisimétrica, asi como también de las matrices hermi- 
tiana y antiberraitiana. Estas descomposiciones pueden ser escritas 
en la forma explícita: 

¿-¿M-Mi+yM-iO, 

Si A m una matriz da la forma bilineal, los primeros sumandos do 
los segundos miembros son matrices de las partea simétricas do la 
forma biliucal y los segundos, las matrices de las partes anlisimétn- 
cns de ln misma forma. 

En adelante haremos extender frecuentemente, sin explicaciones 
adicionales, la terminología introducida para las formas bilineales 
y cuadráticas a las matrices. Por ejemplo, llamemos una matriz 
definida positiva, entendiendo por ello que es una matriz do una forma 
definida positiva, etc. 

Uno de los problemas mis importantes relacionados con la formu 
bilineal es la determinación de la expresión más .«implo a la que puede 
sor reducida Ja matriz do la forma citada cuando varia la baso y la 
búsqueda de la baso correspondiente. Este problema lleva o! nombre 
do transformación de la forma bilineal o de reducción do la forma 
bilineal o una expresión más simplo. 

En la interpretación matricia) el problema de transformación 
puede enunciarse de la manera siguiente: 

Dada la matru A. hállese tal matriz regular P que la matriz 

C-P'AP, (91.9) 

congruente de A, Unge la forma más simple. 

Esto nos da, do hecho, una descomposición de la matriz en facto¬ 
res, puesto que de (91.9) se deduce que 

A = (P-‘)' CP' 1 . 

Por supuesto, para las formas bilineales hemutianas, en lugar de 
(91 9) consideraremos las transformaciones 

, C~P'AP. (91.10) 

Desde el punto de vista de los cálculos es importante que Ir 
matriz P on (91.9), (91.10) sea no muy compleja. Esto se debo n quo 
al buscar las nuevas coordenadas de los vectores en términos de las 
antiguas, conforme a (63.3), nos vemos obligados a resolver un sislo- 
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toa do ecuaciones algebraicas lineales con la matriz P y es menester 
que la resolución » realice lo suficientemente rápido. En algunos 
casos, en lugar de la matriz P resulta más cómodo buscar la inntriz 

P-'. 

Además de las formas consideradas do escribir las formas bili- 
neoles y cuadráticas, se usan también algunas otras. A veces las 
definiremos explícitamente: 

r-| j¡w,. O'") 

Estos anotaciones pueden ser simplificadas. Sea. por ojemplo. roal 
un espacio, entóneos realeo serán también tanto lo propia forma 
bilincal como la matriz A compuesta por los coeficientes a tl . Intro¬ 
duzcamos el espacio R, cuyos elementos son los vectores columna 

* - (*i. *1..■*«)'. y — (y*, y..y.)' 

y supongamos que el producto escalar se ha introducido como una 
suma de productos de las coordenadas tomados dos a do*. Ahora 
podemos escribir 

O» - (As, y). F - (As, x). (91.12) 
Paro las formas bihneales bormilianas, anotadas como 

se verifica también (91.12). si. desdo luego, el producto escolar so 
introduce como una rama de productos de las coordenadas del pri¬ 
mer vector por las coordenadas conjugadas complejas del segundo 
vector. 


Ejercidos. 

1. Demuéstrese que el determinante de una matrii brrnuiiana ee un núme¬ 
ro real 

2. ¿Qué número es el determinante da una matriz anlíbenniliana? 

3. Demuéstrese que el rango da ana milnt an tisimétrica es un nú moro par. 

4. Las fumas bilineales q (r. y) y * (y. x) son. en general, diferentes. 
¿Qué puede decirse sobre sus matrices? 

5- Demuéstrese que el rango de la suma de unas fondas bilineales no es 
superior a la soma de los rangos de loe sumando*. 

6. Demuéstrese que m puede representar toda forma bilincal do rango r 
como suma de r formas bilineales de rango t 

7. Demuéstrese que se puede representar toda forma bilineal q* (s. y) da 
rango 1 como 

* (*. y) - * (x. a)-* (6. y» 

para ciertos vectores a, b. ¿Sera única tal representación? 


ai» 
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§ 92. Reducción a una forma canónica 

Antes do empezar a investigar 
las diferentes esferas del empleo de las formas bilinealcs y cuadráti¬ 
cas. consideraremos un método general de la transformación, con¬ 
gruente o congruente según Hermite. de las matrices a una forma 
aencilla. 

Sea dada una matriz cuadrada A de orden n y se necesita hallar 
tal matriz regular P que la matriz C - P'AP tenga una forma 
suficientemente sencilla. Realizándose una transformación congruen¬ 
te según Hermite, una forma sencilla la debe poseer la matriz C = 
“ P'AP. Expondremos ahora un método general de la transforma¬ 
ción que será útil para todas las matrices A. La diferencia entro 
las transformaciones congruente y congruente sogún Hermite será 
Insignificante. Por ello, para concretar, convengamos en considerar 
que se realiza la transformación congruente de una matriz. 

El mátodo consiste en construcción de una sucesión de matrices 
A 0 — A, A,, A t , . . A, en la que cada matriz consecutiva sea 
congruente de la anterior, es decir. 

para cierta matriz /*»»,. Puesto que la relación de congruencia es 
transitiva, la última matriz A, será congruente déla matriz inicial 
*4. El principio de construcción de la sucesión do matrices A* 
está fundado en que para todo k su obtengan en la matriz A¡, fl más 
elementos nulos que en la matriz A ,. Más aún, cada vez. al calcular 
la matriz /*»*, según la A»,, exigiremos que en la matriz A»», uo 
sólo aparezcan nuovos elementos nulos, sino que so guarden todos 
los demento* nulos obtenidos on todas las etapas antecedentes. 

La transformación de una matriz A k on la X**, su llamará paso 
principal del mátodo. Cada paso principal puede consistir en varios 
pasos auxiliaros. Todos ellos se reducirán a la ejecución de las opera¬ 
ciones elemontalos: la permutación de las columnas (filas) do una 
matriz, la adición a una columna (fila) de otra columna (fila) multi¬ 
plicada por un número, la multiplicación de una columna (fila) por 
un número. Describiremos los pasos auxiliares en términos de las 
transformaciones do la matriz A en otra matriz, congruente de olla, 
C = P'AP, omitiendo, para simplificar, el indico k. 

A. En la matriz A ol elemento Ou^O. Existe una matriz regu¬ 
lar P tal quo para los elementos de la primera columna do la matriz 
C = P'AP se verifican las correlaciones 


C,, ~\ 0, /=*!. 


(92.1) 
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La matriz P difiere de la matriz unidad sólo en su primera fila, con 
la particularidad de que 

i i. i~i. 

«H--**-. < 9221 

La multiplicación a la izquierda de la matriz A por P' no altera la 
primera fila de la matriz A y convierte en cero todos los elementos 
de ln primera columna de la matriz P’A dispuestos fuera de la diago¬ 
nal. La multiplicación a la derecha de la matriz P"A por P no cambia 
la primera columna de la matriz P'A. 

Hemos de señalar una circunstancia más. Llamaremos principales 
o todos los menores de la matni dispuestos en la esquiua izquierda 
superior. Como la matriz P es triangular derecha y todos los elo- 
mentos diagonales de ella son iguales a la unidad, de todos los meno¬ 
res dispuestos en las primeras r columnas será distinto de cero sólo 
el menor principal es igual a la unidad. Por esta razón en las matri¬ 
ces A y C coincidirán todos los menores principales. En efecto, 
haciendo uso de la fórmula Dinet—Cauchy, obtenemos 


’C r 


-»,<■ 


■í’ *- r L 

U*,— 


-'(*• r.::íM¡ í:::0- 

s V.:S- 

-G 

Esta observación la emplearemos mis adelante. 

B. En la matriz A el elemento a„ es igual a cero, pero cierto 
elemento a„ es distinto de 0. /> 1. Existe una matriz regular P 
tal que para la matriz C = P'AP el elemento c„ = a„ es diferente 
de coro. La matriz P se diferencia de la matriz unidad sólo en cuatro 
elementos dispuestos eu la intersección de las filas y las columnas 
con números 1. /. En estas posiciones la matriz P tiene por expresión 

La multiplicación a la derecha de la matriz A por P permu¬ 
ta en la matriz A las columnas con los número? I. /. La multiplica¬ 
ción do la matriz AP a la izquierda por la matriz P' permuta en la 
matriz AP las filas con los números 1, f. 

C. En la matriz .4 todos los elementos diagonales son nulos, pero 
hay talos Índices /. /. donde J < l. que a,, + a,¡ ^ 0. Existe una 


Q 
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matriz regular P tal que para la matriz C = P'AP el elemento 
Cjf = a„ + a,i es distinto de 0. La matriz P se diferencia de la 
matriz unidad en el elemento p,¡ = 1. La multiplicación a la derecha 
de la matriz A por P agrega a la ;-ésima columna de la matriz A 
su f-ésima columna. La multiplicación a la izquierda de la matriz 
AP por P’ agrega a la /-ésima fila de la matriz AP su /-ésiina fila. 

D. La matriz A es antisimétrica no nula, el elemento a,, es 
igual .i 0, pero cierto clámenlo a,¡ es distinto de 0. donde /' < /. 
Existe una matriz regular P tal que en la matriz antisimétrica C — 
* P'AP el elemento e, t = a„ es diferente de 0. La matriz P viene 
representada como el producto P ^ P x -P t . Las matrices P,. P % 
so diferencian do las matrices unidad sólo en cuatro elementos dis¬ 
puestos en la intersección de las filas y las columnas con los núme¬ 
ros respectivos 1. / y 2. /. En estas posiciones las matrices P t y P t 

( 0 1 \ 

t 0 1. Como ya *» ha dicho, la multiplicación 
a la derecha por estas matrices conlleva la permutación du las co¬ 
lumnas, la multiplicación a la izquierda, la permutación de las 
fililí-. 

E. La matriz del menor principal de tercer orden de la matriz A 
tiene por expresión 


«» «i* «u\ 

0 0 «„], 

0 a„ 0 / 


(92.3) 


donde los elementos a„, a„ y a t , son distintos de coro. Existo una 
matriz regular P tal que en la matriz C — P'AP során diferentes 
do coro los primeros tres menores principales. La matriz P so dife¬ 
rencia do la matriz unidad en un elemento p u el cual puede ser 
cualquier número, salvo 0, — «,t«V y — a u a\¡. La multiplicación 
a la derecha de la matriz A por P agrega a la primera columna de la 
matriz A su tercera columna multiplicada porp,,. La multiplicación 
a la ¡xquiorda do la matriz AP por P' agrega a la primoru fila de la 
motriz AP su tercera fila multiplicada por p„. 

F. La matriz A es aotisimAtrica, el elemento a 1( es distinto de 0. 
Existe una matriz regular P tal que para los olementos de las pri¬ 
meras dos columnas do la matriz C = P'AP se verifican las correla¬ 
ciones 

(—«!!. 1-2. í«„. I-i. 

í,,- l 0 1 + 2, e *"l 0, /#!. 


Puesto quo en una transformación congruente una matriz antisi¬ 
métrica se transforma en otra, también antisimétrica, las correla¬ 
ciones análogas tendrán lugar también para las primeras dos filas 
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do la matriz C. La matriz P so representa como ud producto P ■* 
= />,. P.. La matriz P x so diferencia de la matriz unidad sólo en la 
segunda fila, siendo, además. 

( 0. /-i, 

*• '-*■ 

1 ^- *> 2 - 

Lo matriz P t se diferencia de la matriz unidad sólo en la primera 
fila, verificándose en este caso. 


1 . 

0 . 

-•ti.. 


/ = ! 
/- 2 .' 
f>2. 


La multiplicación a la izquierda de la matriz A por P, no altera las 
primeras dos filas y la segunda columna de la matriz A, conviniendo 
ou coro todoa los elementos en la primera columna de la matriz P[A , 
a oxcopción de los dos primeros. La multiplicación a la itquiordo 
do la matriz P¡A por P‘ t uo altera las primeras dos lilas y la primera 
columna do la matrii P,A. convirtiendo en cero todos los elementos 
do la segunda columna de la matriz P’A , a excepción do los dos pri¬ 
meros. La multiplicación a la derecha do la matriz P'A por P no 
cambia los primeras dos columnas d« la mrftriz P'A. 

G. Supongamos que la matriz A tiene, realizada cierta partioión 
on células. la siguiente estructura 



( 92 . 4 ) 


donde A tt , A ít son cálula? cuadradas. Si P„ es un« matriz regular 
cuyo orden es igual al de A„. entonces la matriz 



es congruente de la matriz A. En este caso C •» P'AP, donde 



La comprobación directa de todas las afirmaciones enunciadas 
al discribir los pasos auxiliares no representa alguna dificultad singu¬ 
lar y por esto proponemos que el lector mismo se convenza de su 
veracidad lo que puede hacerse en calidad de ejercicios. 
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El método, en totaJ. se realiza dH modo siguiente. En el primer 
paso principal la matriz A se reduce a la forma (92.4). donde A u 
es una matriz regular de orden uno o dos. Si la matriz /!,. A ^ 1. 
tiene la forma (92 4). entonces, al realizar» el segundo paso princi¬ 
pal, U matriz en la esquina inferior derecha se reduce también a la 
forma (92.4) y se lleva a cabo la transformación congruente general 
de conformidad con el paso G. La matriz puedo, nuevamente, 
repiesputarse en la forma (92.4). pero la célula en la esquina izquier¬ 
do superior para A k no sólo será regular, sino tendrá el orden mayor 
on comparación con el de la matriz A, El proce» se repite hasta 
que, realizado algún paso. en la representación (92.4) de la matriz 
/I, aparezca una célula nula en la esquina inferior dorecha o bion 
ot orden de la célula en la esquina superior izquierda so haga igual 
a n. En este caso, la matriz de la transformación resultante será 
igual al producto de izquierda a derecha de las matrices do transfor¬ 
maciones de todos los pasos. 

f.a forma de la matriz A, depende d«- si es o no la matriz A anli- 
simétrica Do esto mismo depende también de qué modo los pasos 
auxiliares forman parle de los pa»> principales del método 

Cualquiera que sea el paso principal, su finalidad consiste en 
obtener una porción seguida de ceros en la matriz a transformar. SI 
la motriz inieial.no es antisimétrica, loe ceros se obtionen siempre 
con ayuda del pa» auxiliar A. mientras quo los pasos B — C sólo se 
necesitan pora preparar A. En cambio, si la matriz inicial m anti.si- 
métrica. los ceros se obtionen con ayuda dol paso F. mientras que D 
es el paso auxiliar. Describamos también el pa» principal del método 
en términos de U transformación de la matriz A y empecemos con 
la matriz no autisimétrica A 

En el primor paso principal. !a matriz que «e transforma no es 
aulisimélrica. Si el elemento a„ y* O y todos los elementos extradú- 
gonalce de la primera columna son nulos, entonces nada vario y con¬ 
sideramos terminado el pa» principal. A titulo de motriz de la 
transformación P tomamos, en este caso, la matriz unidad. En el 
caso general realizamos el primero de los pa»s auxiliaras A — C. 
que puede ser llevado a cabo. Si tal pa» resulta ser B o C. después 
de éste se cumple obligatoriamente el pa» A o bien ambos pasos 
B, A. A título de matriz de la transformación P tomamos el producto 
de izquierda a derecha de todas las matrices de transformaciones de 
los pasos auxiliares realmente realizados. Después de cumplir el 
primer pa» principal, en la matriz transformada A, todos los ele- 
montos extradiagonales de la primera columna serán nulos, es decir, 
la matriz A, será de estructura celular del tipo (92.4). 

La diferencia de todos los pasos restantes con respecto al primero 
está relacionado con el hecho de que la matriz a transformar puede 
resultar antisimétnca. Si ésta no es antisimétnca. el paso principal 
siguiento no difiere en nada del pa» primero. En cambio, si la 
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matriz que se transforma es antisimétrica, entonces cualquiera que 
sea su transformación congruente, queda antisimétrica y. sirviéndose 
sólo de esta matriz, no se puede obteoer un elemento no nulo en la 
esquina superior izquierda. La salida de esta situación está basada 
en la necesidad de transformar la.célula diagonal inferior ampliada. 

Hasta que se encuentre una matriz antisimétrica, la célula en la 
esquina superior izquierda de la representación (92.4) para las matri¬ 
ces A* será triangular derecha con elementos diagonales no nulos. 
Si los elementos en las posiciones (1. 2) y (2. 1) de la matriz antisi¬ 
métrica en la esquina inferior derecha son distintos de cero, entonces 
para la matriz A ». la siguiente en la transformación, sustituyamos 
la representación (92.4). disminuyendo en uno el orden do la célula 
en la esquina superior izquierda Ahora la matriz de torcer orden 
en ln esquina superior izquierda de la nueva célula diagonal inferior 
toudrá 1 h forma (92.3) y puede realizar ol paso auxiliar E. Des- 

C iiéa do esto podemos realizar tres voces consecutivas el paso A. 

foctivaniente. vgún lo observado, la ejecución del paso A no cam¬ 
bia los menores principales de la matriz. Por consiguiente, en el 
caso dado, realizado el paso A. la nueva matriz en la esquina inferior 
derecha tendrá diferontes de cero los dos primeros menores princi¬ 
pales. Por ello, podemos, a ciencia cierta, hacer un paso A inás. 
Los razonamientos análogos demuestran que el paso A puedo reali¬ 
zarse también por tercera vez Al retroceder un paso “atrás" hemos 
obtenido la posibilidad de avanzar tres pasos “adelante". Cuando sea 
necesario, antes de realizar el paso E. »e lleva a cabo e! paso D. 

De suerte, si la matriz A no es antisimétrica, el método que aca¬ 
bamos de exponer permite construir una matriz regular P tal que la 
matriz P'AP. congruente do A, tendrá la estructura siguiente: 

(M \N \ 

(02 - 5) 

Aquí M es una matriz triangula! derecha con los elementos diagona¬ 
les no nulos, el orden de la matriz M es igual al rango de la motriz A. 

Si A es una matriz antisimétrica. todos los pasos principales 
del método, incluido el primero, se realizan siguiendo un mismo 
esquema. Supongamos que ya se ha obtenido la matriz. A* del tipo 
(92.4), con la particularidad de que on la esquina superior izquierda 
se dispone una matriz diagonal celular regular de células antisi- 
mctricas de segundo orden fiado que. al realizar una transformación 
congruente, una matriz antisimétrica se transforma en oira antisi¬ 
métrica, entonces la célula A„ en (92.4) sera nula Primero se logra 
que en las posiciones (I. 2) y (2. I) de la matriz antisimétrica la 
esquina inferior derocha «ea ocupada por elementos no nulos. Es 
posible que para esto resulte necesario realizar el pa«o auxiliar D. 
Luego realizamos el paso F. lo que adjunta a la diagonal una célula 
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<nés que es anlisimétrica regular de segundo orden. A continuación, 
pasamos al siguiente paso principal. En osle caso también el proceso 
continúa hasta que. realizado cierto paso. en la representación 
(92.4) de la matriz A, aparezca una célula nula en la esquina inferior 
derecha, o bien el orden de la célula en la esquina superior izquierda 
so haga igual a n. 

Así pues, si la matriz .4 es anlisimétrica. el método permite 
construir une matriz regular P. para la cual la matriz P'AP seré 
de la estructura siguiente: 

/.V • ° \ 

'■"-(íts - ) ,e2fl) 

Aquí M as una matriz diagonal celular con células anlisimétricas 
regulares do segundo orden. R1 orden de la matriz M es igual al 
rango de la mAtriz A. 

En la transformación congruente hermitiana el esquema general 
del método queda inalterable. Sin embargo, el propio proceso resulta 
ser más fácil, comparado con la transformación congruente ordinaria, 
si el paso auxiliar C se sustituye por el siguiente. 

C'. En la matriz A todos los dómenlos diagonales son nulos, 
pero hay tales índices /. I, donde / < /, que entre los elementos 
a¡¡, a,, oxiste aunque sea uno diforeote de cero. Existe una matriz 
regular P tal que para la matriz C — P'AP uno du los elementos 
diagonales t/,. Cj, es distinto de cero. A saber, c¡¡ -» a¡ t + a¡¡, 
e,¡ " t (a,, — fl U ). I.s matriz P se diferencia do la matriz unidAd 
on dos elementos p u m 1. p,, — |. La multiplicación a la derecha 
do la matriz A por P agroga a la /-ésima columna de la matriz A 
su f-ésima columna y a la /-ésima columna, su /-¿sima columna multi¬ 
plicada por — I. La multiplicación a la izquierda do la matriz Ap 

B r P‘ adjunta a la /-ésima fila de la matriz ÁP su f-ésima fila y a la 
•tima fila, su /-ésima fila multiplicada por i. 

Ahora no hay necesidad on los pasos D — F del método general, 
puesto que nunca sobrepasáramos el paso C'. Además, las fórmulas 
(92.2) quedan intactas. 

De esto modo, si A es una matriz no nula, ol método hace po¬ 
sible construir tal matriz regular P que la matriz P'AP, congruente 
de A según Hermite. seré de la siguiente estructura: 


Aquí, itf es una matriz triangular derecha con elementos diagonales 
no nulos. El orden de la matriz M es igual al rango de la matriz A. 

Los tipos de las matrices (92.5) — (92.7) se denominan formas 
canónicas para las operaciones de la transformación congruente. Se 
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llama canónica también cualquier basa en la que la matriz inicial 
tiene la forma indicada. Las propias matrices del tipo (92.5), (92.7) 
llevan el nombre de trapezoidales derechas. De modo análogo so defi¬ 
nen las matrices trapezoidales izquierdas. 

Demos a conocer algunas deducciones interesantes que provienen 
de las formas canónicas de matrices. Ya hemos dicho quo en una 
transformación congruente se conserva el carácter simétrico y antisi¬ 
métrico de la matriz. Si una de estas propiedades la poseía la matriz 
inicial, debe quedarse válida para la forma canónica. Por esto, en 
adición a lo dicho podemos concluir que 

Una matriz simétrica es congruente de la matriz diagonal 
Una matriz hermltlana es congruente según Hermlte de la matriz 
diagonal real. 

Una matriz antlhermltiana es congruente según Hcrmtte de la 
matriz diagonal Imaginaria pura. 

En todos estos casos la reducción a una forma canónica so efectúa 
con una facilidad singular, puesto que no puede surgir la necesidad 
de llevar a cabo aunque sea uno solo do los pasos auxiliaros D — F. 

Sobro las matrices de la forma canónica del tipo (92.5), (92.6) 
se puede realizar una transformación congruento con la matriz 
diagonal mis y conseguir quo los elementos no nulos quo doterminsn 
lo regularidad do la célula M sean iguales a +1 o bien a —1. Esta 
forma canónica de la matriz y la base quo le correspondo so donorni- 
nan normales. Está claro quo la multiplicación a la derecha (a la 
izquierda) por una matriz diagonal conduce a la multiplicación de 
las columnas (filas) por los elementos diagonales do la matriz do la 
transformación. Describamos nuevamente esta transformación on 
términos del cumplimiento dol paso auxiliar con la matriz A. 

H. Una matriz real no antisimétrica A de rango r es do la forma 
canónico (92.5). Existe una matriz diagonal real P tal que lus ele¬ 
mentos diagonalos no nulos e„ de la matriz C - P'AP son iguales 
a sign a, t . Además 

( (a l¡ sigaa„r in , l^r, 

Pn l I, />r. 

Una matriz real (compleja) antisimétrica A do rango r es do la 
forma canónica (92.6). Existe una matriz diagonal real (compleja) P 
tal que los elementos no nulos dispuestos por arriba do la diagonal 
de la matriz C •= P'AP son iguales a -fl. y los olomentos no nulos 
dispuestos por debajo de la diagonal, iguales a —1. En este caso 


1 1 , /es impar, 

■2 i.l. /“ l«- 

Una matriz compleja no antisimélrica A de rango r tiene la forma 
canónica (92.5) Existo uoa matriz diagonal compleja P tal que los 
elementos diagonales no nulos c„ de ia matriz C = P'AP son iguales 
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a uno. En este caso 



/V. 

¡>r. 


La lran.'furinaciún congruente según llorante con unn motril 
diagonal se efectúa raras veces, puesto que con su ayuda 9ÓIo pueden 
cambiarse los módulos de los elementos que determinan la regulari¬ 
dad de la célula M en (92.7). pero no v* puede hacer reales los ele 
mentos dragunales complejos. 


Ejercicios. 


1. Demuéstrese que 11 U reducción a U forma «anonics mediante l.« rastru 
P tt efectúa según el método detento mi» arriba, entonces del P - ±1. 

2. ¿Qué significa, desde el punto de vista de la forma canónica, la Igualdad 
mal ricial 


c -uac 


(92.8) 


3. ¿A qué forma puede reducirse una matriz no anlmmétrica con ayuds 
«le una transformación congruente, «i se excluyo el paso auxiliar E’ 

4. ¿Qué forma llano la matriz P de une imnalonnacion. si cada Paso prin¬ 
cipal del método considerado más arriba consistía sólo en el paso auxiliar A? 

5. Demuéstrese que toda matriz triangular derecha es ongruuntc de la 
matriz trieiurular Izquierda. ¿Cuál ee la forma mas simple de la matriz de una 
transformación’ 

6. Demuéstrese que toda matriz regular de orden impar ee congruente de 
la matriz triangular derecha regular. 

7. Sea C una matriz de una forma biliorol definida positiva. Demuéstrese 
que para sus elementos tl , m verifican las correlacione» 

til > 0. (g,j + f/,>* < 4 tutu- 
cualesquiera que sean «. i. 

8. Sea G una matru de una forma bilmeal definida negativa. Demuéstrese 
que pare sus elementos g„ k verifican las correlaciones 

tu < 0 . it„ + < 4iut» 

cualesquiera nue sean t, i. 

9. Demoéstrwe que laa matrices de todas las formas biiineales simétricas 
definidas positivas (negativas) son congruentes cutre si mismas. 

10. Demuéstrese que pera que C rea una matriz de la forma bllineal dn 
signo variable, os suficiente que entre sus elementos diagonales haya elementos 
de signos distintos. 


5 93. Congruencia > descomposiciones 
matriciales 

El método general de la transfor¬ 
mación congruente de ana matriz a la forma canónica no siempre 
permite decir de antemano, cuál será la matriz de la transformación 
de coordenadas al pasar a la base canónica. No obstanle, con ciertas 
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restricciones adicionales impuestas eo la matriz inicial, para dicha 
pregunta existe una respuesta bien determinada. 

Supongamos que la matriz A tiene distintos de cero todos los 
menores principales, a excepción, quizás, del menor de orden supe¬ 
rior, es decir, del determinante de la matriz A. Probemos que tal 
matriz siempre puede representarse en forma del producto 

A - LDU. (93.1) 


donde L es una matriz triangular izquierda con elementos diagonales 
u»idad09. D es una matriz diagonal y U. una matriz triangular 
derecha con elementos diagonales unidades, es decir, 


( 1 \M. \/i “«••• w».\ 

::J( r! 


Igualando «Mitro ai los elementos de la matriz A y del producto LDU 
obtenemos 

(93,2) 

Ahora, de (93.2) hallamos de manera «ucesiva todos loa elementos 
desconocidos de las matrices de la descomposición (93.1). A sabor, 

•u-^. '*-3^-. »<■ 

2,«.A»»... <>*• 


■l(- Z >,*« 

“■<--*T¡;- 


(93.3) 


•a- 2 

»/.=-- 


ot. i>t. 


Apliquemos a la correlación (93 i) la fórmula de Binet—Cauchy. 
Recordemos que entre los menores de la matriz triangular izquier¬ 
da L. dispuestos en las primeras r filas, sólo el menor principal es 
diferente de cero: es igual a la unidad. Los razonamientos análogos 
tienen lugar también para la matriz U, al cambiar entre sí, por su- 
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puesto, las filas y las columnas. Por ello 
II 2... r\ „ . /I 2 ... 


< -o- 

De aquí concluimos que 

W* 2 

*»-•«. , IV. /..I,, - (93.4) 

•'(i 2...1-1) 

Por hipótesis, los menores principales de 1 a matriz A son distintos 
de cero. Por consiguiente, serán distinto» do cero todos los elementos 
diagonales d„ en (93.4), salvo, quizás, el último elomcnto. 

Tratáronlos con frecuencia las descomposiciones (93.1) para las 
matrices simétricas y hermitianas. Si esta vez también la matriz A 
tiene sus menores principales distintos de cero, a excepción, qui¬ 
zás, del último, eotoncea la matm simétrica siempre puodc sor re¬ 
presentada on forma del producto 

A - S'DS. (93.5) 

y la matriz hermitiana. en forma de) producto 

A~S'DS. (93.0) 

Aquí S m una matriz triangular derecha cuyos elcmontos diagonales 
son iguales a uno, D es una matriz diagonal, es decir, 

( « «n • • • «i» \ /«*.. 0 \ 

o ‘ r) -t fc J 

En concordancia completa con (93.3) tendremos ahora 
¿u~«n» * 1 /" 7 ^-. ;>i. 

= S A»*}.. >>l. (93.7) 


*u— S *»■***» 

•<l~ --. I>l, 



| M CONORUBNCU V DESCOMPOSICIONES MATRICIAU» 


335 


para la descomposición (93.5) y 

<*11 —«ti. 

..-i/»i*».i*. <>>. 


•«- i! í pp'¡"‘»' 



para la descomposición (83.6). En oslo caso las lirondas (93.4) si- 
guon siendo válidas. 

Las descomposiciones (93.1). (93 5). (93.6) son de amplio uso nn 
la resolución de los más diversos problemas del álgebra lineal. En lo 
que se refiero a las transformaciones congruentes de una matriz, 


ciones: 

(¿-'T AL~ 1 ' — DUL' 1 ', (£-•')* AL 7 * - DUTT*. 

S''AS'-D. S-^AS-'-D. 

Las matrices DUL~ 1 ' y DUL~*' son triangulares derechas, las /> 
son diagonaloa. con la particularidad de que on sus diagonales prin¬ 
cipales solamonte ol último elemento puede ser nulo. De suerte quo 
otro vez homo» obtenido loe Upas ye conocidos de las matrices en 
una transformación congruente. Sin embargo, ahora so puede afirmar 
que las matricos de la transformación do coordenadas, al pasar a la 
base canónica, során triangulares derechas, puesto qu© lo aon las 
matricos L" v , S~ l . Las descomposiciones examinadas proporcionan 
las matrices L'. S de las transformaciones de coordenadas, al pasar 
de la base canónica a la inicial, las cuales asimismo serán triangula¬ 
res derechas. 

En el caso de una matriz simétrica el proceso descrito de descom¬ 
posición está estrechamente relacionado con el asi llamado algoritmo 
de Jacob! de la transformación de una forma cuadrática en la forma 
canónica. La diferencia sólo consiste en que el algoritmo de Jacobi 
tiene dotorrainada la matriz S~ x , en lugar de la matriz 5. Ha de se¬ 
ñalarse que la matriz S se halla de un modo más simple que S~ l . 

Las transformaciones congruentes con una matriz triangular de¬ 
recha son las más sencillas, no obstante lo suficientemente generales 
todavía para que puedan ser aplicadas a una clase amplia de matri¬ 
ces. Por esta razón causa un interés determinado la descripción de 
aquella clase de matrices que pueden reducirse a la forma canónica 
con ayuda de una transformación con la matriz triangular derecha. 
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lema *3i Si una matru rectangular A está representada en la 
forma celular 


-Gif)- 


(93.8) 


donde P es una matriz cuadrada regular de orden r, entonces el rango de 
la matrn A es igual a r, si, y sólo si. 


T - RB 'Q. 

i*r. mostración Multipliquemos U matriz A 
matriz celular regular 


(93.9) 

i la izquierda por una 


.(-i-L 0 ). 

\-Mr"K) 


donde la. «lulas correspondíanles tienen las mismas dimensiones 
que en (93.8). Entonces 

¡B I 


\ 0 iT-RB *Qj 


Las métricos A y VA son de un mismo rango el cual será igual a r 
cuando, y sólo cuando. T - RB 'Q - 0 

Ahora podemos describir la clase buscada de matrices Resulta 
estrecha monto relacionada con Jas matrices del tipo (93.6), (93.9). 

TEOREMA ni Para que una matrit no antlsimétrica puedo ser 
reducida a la forma canónica mediante la transformación congruente 
con una matru triangular derecha, es necesario y suficiente que el 
número de los primeros menores principales no nulos de la matriz A 
sea igual a tu rango. 

DEMOSTRACION necesidad Supongamos que una matriz no anti- 
Simétrica A «o reduce, con ayuda de la matriz triangular derecha P, 
a la forma canónica (92.5). Es evidente que el número de los prime¬ 
ros menores principales no nulos en la matriz A no puedo ser superior 
al orden de la célula .V. Aplicando la fórmula de Binet-Cauchy y 
teniendo presonte que en las primeras columnas de la matriz P el 
menor no nulo está ausente, salvo el principal, obtenemos 

'G LOK L3M LO 

para todo « no superior al ordoo do la matriz M. Como los monores 
principales do la metris M y P son distintos do coro, el número do 
los primeros menores principales no nulos de la matriz A es igual 
a su rango. 

suficiencia Supongamos que el número de los primeros menores 
principales no nulos de la matriz A y el rango de ésta son iguales a r. 
Representemos la matriz A en la forme celular (93.8), donde el or- 
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den de la célula 8 es igual a r. Puesto que todos los menores princi¬ 
pales de la matriz B son distintos de cero, entonces, de acuerdo con 
lo dicho más arriba, se la puede representar en la forma B = LDÜ, 
análogamente a (93.1). Construyamos una matriz celular 

/¿-•'I \ 

M o i t )• 

La comprobación directa muestra que 

(DUL~ t ‘ | L mt {—BB~ t 'R'+Q\ 

'"-hrl-s-)• 

La matriz DUL’ 1 ' es triangular derecha regular, la matriz/ 1 es 
triangular derecha regular y. por lo Unto, la matriz A se reduce a la 
forma canónica de un modo adecuado. 

Para la transformación congruente de una matriz anlisimótrica 
y la transformación congruente hermitiana de una matriz arbitraria 
las afirmaciones correspondientes se demuestran análogamente y 
aquí nos limitamos sólo a enunciarlas. 

7KOKHMA MI Para que uno matriz anllsmétrica A de rango r 
pueda ser reducida a la forma canónica mediante la transformación 
congruente con una matru triangular derecha, es necesario y suficiente 
que el número de los primeros menores principales no nulos del orden 
par de la matriz A sea Igual a rlt. 

tuoikma *i i Para que una matriz A pueda ser reducida a la 
forma canónica medíanle la transformación congruente Hermitlana con 
una matriz triangular derecha, es necesario y suficiente que el número 
de los primeros menores principales no nulos de la matriz A sea igual 
al rango de ftía. 

Las transformaciones de una matriz. Unto congruentes como con¬ 
gruentes según Hormite, no son, en el caso general, transformacio¬ 
nes do semejanza No obstante, si para cierU clase de matrices P 
se verifica uno de los grupos de las correlaciones 

PP' - P'P - E, PP • - P*P - E. (93.10) 

entonces, en este caso la transformación de congruencia se convierte 
en la de semejanza y para realizar las investigaciones se pueden utili¬ 
zar los resultados obtenidos anteriormente referentes a la semejanza 
de matrices. Como ya sabemos, las matrices ortogonales reales satis¬ 
facen al primer grupo de las correlacione» en (93.10), las matrices 
unitarias complejas, al segundo grupo de correlaciones. Por eso, al 
recordar los resuludos de los 55 76—81, referentes a las semejanzas 
unitaria y ortogonal, concluimos que son lícitas las afirmaciones 
siguientes. 
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Toda matriz real, simétrica o ant¡simétrica, st reduce a la forma 
canónica mediante la transformación congruente con una matriz orto¬ 
gonal. 

Toda matriz compleja se reduce a la forma canónica por medio de la 
transformación congruente hermiliana con una matriz unitaria. 

Estas afirmaciones son. en lo principal, «le interés teórico, dado 
que en In práctica resulta muy difícil hallar matrices unitarias y 
ortogonales de la transformación, sobre todo cuando n > 5. 

Ejercicios. 


1. Demuestre* que 91 las d.acompoiifiopea (93.1). (M.fo ex lilao, 

son únicas. 

2 . Demuestres» que ti todo* lo» menor» <a eicep«ion, quita», cel menor 
de orden superior) de U raatm A. dispuesto» eo la esquina inlarloi derecha, 
ton distintos de cero, entonces existe. y. adema», tólo una descomposición 
A - LUI/..A onda I. <* uoa matni triangular «tencha, V, una matm triangular 
Izquierda omi elemento» diagonal» igual*, a uno. D. una matriz diagonal 

3. Demuestres* que para loe elementos é, , de la metri». D que figura en el 
ejercicio 2. son válida» las correlacione» 



§ 94 Formas bf linca les simétricas 

Al examinar las formas biline- 
ales y cuadráticas prestábamos más de una vcx especial atención 
tanto a las formas bilineales simétricas como a las bilineales que 
engendran formas cuadráticas reales. Sólo dos tipos de las formas 
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bilineales satisfacen simultáneamente ambas rendiciones: la forma 
bilineal simétrica real y la forma bihneal simétrica hennitiana. I.ns 
matrices de estas formas son en cualquier base simétrica real o hor- 
mitiana, respectivamente. Ambos tipos de fas matrices se reducen, 
por medio de una transformación congruente, a la forma normal 
real diagonal. 

Según liemos visto, una misma matriz puede reducirse a la forma 
canónica mediante difereutes transformaciones congruentes. Por 
eso, en el caso general, la forma canónica no es unívocamente defini¬ 
da. Surge naturalmente una cuestión ¿qué tienen en común las (tifo- 
rontes formas canónicas a las cuales se reduce una misma matriz? Se 
sabe que ol rango de una matriz no depende de la transformación, 
razón por la cual, cualquiera que sea el procedimionto de reducción 
a la forma canónica, el número de las últimas filas nulas será el mis¬ 
mo. Para las matrices simétrica real y hennitiana podemos decir 
mucho más. La forma canónica de «atas matrices puede ser descrita 
por el número de sus término» positivos y negativos. Tiene lugar el 
siguiente teorema importante 

teorkma n i [ley de Inercia de las formas cuadráticas). El número 
de los términos positivos y el de los términos negativos en la forma cañó- 
nica de una matrtx simétrica real, en la transformación congruente ordi¬ 
naria, y de una matriz hermitiana, en la transformación congruente 
hermittana, no dependen de cómo se reallta la reducción. 

nr.Mosvn ación Supongamos que una matriz A satisface las condi¬ 
ciones del teorema. Consideremos la forma cuadrática F con la mo¬ 
triz A de rango r de las variables x,. x s . . .. x„ y supongamos que 
dicha matriz se ha reducido a la forma normal mediante dos pruro- 
dimientos 

F -*? + ld+... +*í — KÍ., —K*-*— - - - —K? — 

-«?+»!+...+«?—«?,l —(94.1) 

Puesto que el paso de las variables x„ x t , . . .. x* a las vnnnbles 
y ¡, y,, .... se ha realizado mediante una transformación linoal 
regular, las segundas variables se expresarán linealmcnte en térmi¬ 
nos de las primeras, con la particularidad do* que el determinante de 
la matriz de la transformación inversa será diferente de cero. Así 
pues. 

Vi — 2 

Análogamente 

a 

*/■= 2 C H Z *' 

ja* 


doií 4 "::' 6 '" Wo. (»4.2) 

/C tt ... t| a \ 

1 *0. 


(94.3) 
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Supongamos k < l y escribamos un sistema de ecuaciones 

y t m y, - . . . = = ...» X, - 0. (94.4) 

Si los primeros miembros de estas igualdades se sustituyen por sus 
expresiones de (94.2). (94.3). se obtiene un sistema de n — I + k 
ecuaciones lineales homogéneas con n Incógnitas x,. x t , . . .. z„. 
El número de ecuaciones en este sistema es menor que el número do 
Incógnitas, a consecuencia de lo cual la solución del sistema es real 
no nula a,, a,. 

Sustituyamo-i ahora, en la igualdad (94.1). todas las variables 

E r sus expresiones de (94.2). (94.3) y a continuación en lugar do 

i variables x„ .x, escribamos los números a,, a,, . . . 

. . .. a,. Si. restirada tal sustitución, designamos, para brevodad. 
con y, (a) y* s, (a) ios valores de las variables y,., s,. entonces, te¬ 
niendo en cuenta (94 4). la correlación (94.1) se convierto en la igua¬ 
ldad 

- »!.l (O)-.-.-»?(«)“ «i (<*) + .. -+!?<«). 

Do aquí ao desprende 

s, (a) - ... - *i (a) - 0. (94.5) 

Por otra parte, por la propia elección de loa números a„ a,, . . . 
. . ., a„ tenemos 

s,„ (a) - ... -«,(«)« ... - s. (a) - 0. (94.8) 

D. tote modo, el sistema de n ecuaciones linéelo» homogónoss 
J, - 0. I — 2.. 

con o incógnita* r„ r„ ■ . . r, tlooe. oo virtud do (94.5), (94.8). 

une solución no nula 0 „ a,.<*,, e* docir, ol determinante de 

esto sis toma debe ser igual e cero. Esto contradi» s (94.3) A uno 
contradicción análoga llegaremos al suponer 1 < k. Por consiguien¬ 
te, i - 4 y el teorema qutda demostrado.' 

Toda torma cuadrática real ordinaria Ihormitiane) on un ospacio 
lineal real (complejo) tiene en cualquier bese une único matriz simé¬ 
trico real (hermitiana cómale].). Estes matrices salislocen la» »ndl- 
cionee del teorema 94.1. Cualquiera que sea le base el número do 
tórminos positivos y negativos de la iorme canónica de una matris 
es un invariante para la forma cuadrática y se denomina, respectiva¬ 
mente. su índice de lumia positivo y negativo. La dilerencia antro 
el índice positivo y el negativo se denomina «piaíuru de la forma 
cuadrática. Ahora se pueden enunciar algunos Mrolsrms útiles dei 
teorema 94.1. 
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Corolario Una forma cuadrática et definida positiva ( negativa) 
cuando, y sólo cuando . el Indice positivo (negativo ) de inercia es igual 
a n. 

corolario Una forma cuadrática es de signo constante cuando, y só¬ 
lo cuando, uno de los índices de inercia es igual a cero. 

La ley de Inoréis permito dsr cierta clasificación de las formas 
cuadráticas reales. Llamemos dos formas cuadráticas equivalentes 
afines, si para cada una de ellas se puede elegir tal basa que las ma¬ 
trices do dichas formas cuadráticas se hagan iguales. En esto caso 
diromos también que con ayuda de una transformación regular una 
forma cuadrática se convierte en la otra. Es fácil comprobar que la 
equivalencia afín de las formas cuadráticas es una relación de equi¬ 
valencia y do» formas cuadráticas son equivalentes cuando, y sólo 
cuando, sus matrices en una misma base son congruentes. Por eso, 
do la ley do inercia proviene que todas las formas cuadráticas reales 
en ol espacio lineal K , pueden dividirse en clases disyuntas en cada 
una de las cuales entran formas cuadráticas equivalentes afines y sólo 
ellas. La clase se caracteriza por el rango y la signatura. La citoda 
división en clases se denomina clasificación afín de les formas cuadrá¬ 
ticas reales. 

Para cualquier rango prefijado r de las formas cuadráticas en una 
clasificación dada siempre existen dos clases «extremas*, las de sig¬ 
naturas -f r y —r La primera clase consta de todas las formas cua¬ 
dráticas no nogntivaa de rango r. A la segunda clase pertenecen todas 
las formas cuadráticas no positivas da rango r. Arabas clases juntas 
contienen todas las formas cuadráticas de rango r de signo constante 
y sólo éstas. 

La capacidad de una forma cuadrática de conservar su signo cons¬ 
tante so establece, generalmente, por su reducción n la forma canó¬ 
nica, sirviéndose do uno de los métodos descritos. Sin embargo, un 
algunos casos son de gran interna los criterios inmediatos do la capa¬ 
cidad do conservar los siguos constantes. Al tomar en consideración 
la gran importancia que tienen precisamente tales formas cuadráti¬ 
cas, realizaremos para éstas unas investigaciones adicionales, limi¬ 
tándonos. principalmente, a la consideración de las formas cuadrá¬ 
ticas en un espacio real. Esta vez también consideraremos que la 
matriz de una forma cuadrática es simétrica real. Para el caso do 
un espacio complejo los resultados serán los mismos, mientras que 
las demostraciones se diferenciarán en pequeños detalles. 

teorema «« 2 ( Criterio de Sylvcster). Para que una forma cuadrá¬ 
tica sea definida positiva, es necesario y suficiente que todos los menores 
principales de la matriz de esta forma sean positivas. 

DEMOSTRACION necesidad Supongamos que una forma cuadráti¬ 
ca con la matriz A es definida positiva. E& este caso existe una trans¬ 
formación regular con la matriz P que reduce la forma a una suma 
de cuadrados. Conforme a (91.9), esto significa que E = P’AP 
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o bien A — (/*"*)' P~ l . Haciendo uso de la formula Binel—Cauchy 
obtenemos 


•(! 


2 <p~r x 

!«*!<»•< .<»,«■ 


-2 Hír::»r- 


Como la matriz P es regular, en las primeras s columnas hay al monos 
un vector distinto de cero. Por consiguiente, para todo s el segundo 
miembro de la igualdad obtenida es positivo. 

suFTCiBNci a Supongamos ahora que todos los menores principa¬ 
les de la matriz A de cierta forma cuadrática aon positivos. Con ayuda 
do una transformación, determinada por la* fórmulas (93.7), reduz¬ 
camos esta forma al tipo canónico. De acuerdo con la hipótosl* dol 
teorema y laa formulas (93.4). todos los coeficientes dol tipo canó¬ 
nico serán positivos, es decir, la forma cuadrática es definida posi¬ 
tiva. 

corolario Para que una forma cuadrática sea definida negativa, 
es necesario y suficiente que todos los menores principales de orden impar 
sean negativas y todas los menores de orden par, positivos. 

La demostración se deduco del criterio de Sylvostcr y del hecho 
de que si A es una matriz de la forma cuadrática definida negativa, 
entonces — A será una matriz de la forma cuadrática definida posi¬ 
tiva. 

TKOftBMA t* » (criterio de Jacobí). Para que una forma cuadrática 
sea definida positiva, es necesario y suficiente que todos los coeficientes 
del polinomio característico de la matris de la forma sean distintos de 
cero y tengan signoe alternados. 

demostración NECESIDAD. Según se ha observado, por medio do 
ana transformación de las variables con uns matriz ortogonal, una 
forma cuadrática dada puede ser reducida al tipo canónico cuyos 
coeficientes aerán los valores propios X,. X,. . . ., X, de la matriz 
de la forma. De acuerdo con las condiciones del teorema, los valores 
propios deben ser positivos. El polinomio característico / (X) es 
igual a 

/ (X) - (X - X.) (X - X,) ... (X - X.) = X* + fl.-iX"" 1 + . .. 

... + o,X + a, 

siendo lodos los coeficientes suyos no nulos con signos alternados, lo 
que se desprende directamente de las fórmulas de Viéto para los 
coeficientes a,. 
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suficiencia. Supongamos que loscoeficientes del polinomio carac¬ 
terístico son distintos de caro y tienen signos alternados. Las raíces 
do este polinomio, como valores propios de la matrit simétrica, serán 
reales y nos resta por señalar que son positivos. Supondremos que 
esta afirmación está demostrada para todos los polinomios do grado 
n — 1. Ya que todos los coeficientes /' (X) son distintos do coro y 
tienen signos alternados, entonces, por hipótesis, /' (X) lien© n — 1- 
rnfces positivas. Del curso del análisis matemático se conoce 
que si un polinomio sólo tiene raíces reales, éstas se dividen por las 
raíces de la derivada. Por eso 1 (X) tiene por lo menos n — 1 raíces po¬ 
sitiva.' La última rail será también positiva debido a que es posi¬ 
tivo el producto de todas las raíces. 

Los criterios para las formas cuadráticas no nogalivas y no posi¬ 
tivas son mucho más complejos y esto se debe, en lo principal, a 
que en estos casos las matrices »>n degeneradas. Uno de los métodos 
que se osa para investigar el carácter constante de los signos de una 
forma cuadrática está vinculado con la reducción de su matriz a la 
forma simétrica (93.8), (93.9) como también con el estudio do esta 
última forma. En virtud do que las matrices de signos constantes están 
estrechamente onlaradas entre sí. nos limitaremos n la considera¬ 
ción do las matrices no negativas 

Llamemos a la matriz // matru de conmutaciones, si cada una do 
sus illas y cada columna contienen sólo un elemento no nulo y todos 
los elementos no nulos son iguales a la unidad. Evidentemente, ¿1 
multiplicar una matriz arbitraria A a la derecha por la matriz de 
conmutaciones //. en la matriz A se cambian entre sí sus columnas 
y ni multiplicar a la izquierda, se cambian entre si las filas. 

luía et.i. Para una matriz regular arbitrarla A existe tal matriz 
de conmutaciones H que en la matrit AH todos los menores principales 
son distintos de cero. 

DEMOSTRACION A es una matriz regular. Por consiguióme, su 

E rimero fila contiene por lo menos un elemento no uulo. Al colocar 
n columna correspondiente en lugar de la primera, liaremos no nulo 
el menor principal de primer orden. Supongamos que mediante la 
permutación de las columnas hemos logrado que todos los menores 
principales do orden hasta k no son iguales a cero. Ahora, si «I per¬ 
mutar las últimas n — k columnas oo so puede conseguir que ol 
menor principal de orden (k +• 1 ) sea no nulo, esto significa que en 
las primeras k + 1 filas de la matriz A no existe un menor no nulo de 
orden k + 1, es decir, la matriz A debe ser degenerada. La contra¬ 
dicción con la hipótesis del lema significa que el último está de¬ 
mostrado 

Ti orema mi Para que una forma cuadrática de rango r con la 
matriz A sea no negativa, es ne'rsario y suficiente que exista una matriz 
de conmutaciones H tal, para la cual en la matrit H’AH los primeros 
r menores principales sean positivos . 
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demostración necesidad. Suponga mes que la forma cuadrática 
de rango r con la matriz A es no negativa. En esto caso existe una 
matriz regular P tal que A — donde E, os una matriz 

diagonal cuyos r primeros elementos son iguales a uno y los demás, 
a cero. De acuerdo con el lema 94.1, existo una matriz de conmuta¬ 
ciones //. para la cual todos los menores principales de la matriz 
P~‘/f son distintos de cero. 

Haciendo uso de la fórmula de Dinel—i’-auchy. encontramos 
para 1 < t < r 



fk, *, ... k.\ 


{<#-■ «»>(*■ 2 .';; *■)}’> 


>o. 


H'rir.iCNUA Supongamos que para la (orina cuadrática do rango r 
con la matriz A existe una matriz de conmutaciones // tal quo un 
lo motriz H'AII los primero» r menores principales aou positivos. La 
matriz II'AH puode reducirse, de acuerdo con el teorema 93.1, al 
Upo canónico mediante la transformación con una matriz triangular. 
Do conformidad con (93.4), los coeficientes no uulo» del tipo canóni¬ 
co de lo matriz H'AH y, por tanto, de la matriz A serán positivos, 
es decir, la formo cuadrática es no negativa. 

En cuanto a las formas cuadráticas de signo uo constante, con- 
vione decir que para ellas no existen análogos completos de los teo¬ 
remas 94.1, 94.4. Sólo tiene lugar el 

teorema 90. Sí una forma cuadrática tiene una matriz simétrica 
A del Upo (93.8), (93.9), sus índica de inercia coinciden con los de 
Inercia para la forma cuadrática •truncada » que se determina mediante 
la matriz R de (93.8). 

demostración De acuerdo con el teorema 93.1, la matriz A puede 
ser reducida a la forma canónica mediante la transformación con 
una matriz triangular derecha, con la particularidad do que paro 
los coeficientes no nulos del tipo canónico se verifican las correla¬ 
ciones (93.4). Pero la matriz B de la forma cuadrática «truncada* sa¬ 
tisface también las condiciones del teorema 93.1 y para los coefi- 
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denles de su tipo canónico se verifican asimismo las correlaciones 
(93.4). Por eso, los índices de inercia de las formas cuadráticas, de¬ 
terminadas por las matrices A y B, coinciden. 

El singular interés respecto a las formas cuadráticas de signo 
constante se debe al gran campo de sus aplicaciones. Una de las 
aplicaciones más importantes es la introducción de una métrica en 
un espacio lineal. Toda forma bilineal. polar respecto a cierta forma 
cuadrática definida positiva, puede considerarse como producto 
escalar y. por lo tanto, con su ayuda podemos convertir un espacio 
lineal en un espacio euclideo o uni'ario. El cumplimiento do los 
axiomas para estos espacios es obvio. Una significación no menos im¬ 
portante para introducir una métrica, especialmente en los subespa¬ 
cios, tienen también las formas no negativas. Como ejemplo de la 
utilización del carácter constante de los signos demostremos que es 
válido el 

TEORHMA MÍ Para que una forma bilineal hermiíiana regular tea 
rcducible a la forma diagonal, es tuflelenle que su parte simétrica 
(o anl¡simétrica ) tea estrictamente de ngno constante. 

demostración Consideraremos el caso en quo la parte simétrica 
es doíinida positiva. Sea A una matriz de la forma bilineal, enton¬ 
ces y {A +A*) será la matriz de la parte simétrica. Puesto que la 

parto simétrica es definida positiva. la matriz y (4 + A*) N con¬ 
gruente de la matriz unidad según Hermile. Por consiguiente, existe 
una matriz regular 5 tal que 

-Js'M + A’jS-í. (94.7) 

Mostremos que le matriz S'AS ’es normal. De (94 7) tenemos 

SS'~2(a4 + a4 # )*». 

Por olio 

(S'/l£) (5'AÍ¡* - IS AS)' (S’AS) - S■ (A3SA- - A'3 S'A) - 
= 25' (A {A + /I*)' 1 A’ - A* (A + A-)* 1 Aj S .. 

- 25' (A + A') - (A"' (A+ A*l A- 1 ) ’) S - 

- 25' «A*-‘ + A-*)-‘ - (A--' + A-')' 1 ) 5 - 0. 

Siendo normal, la matriz S'AS se reduce a la lorma diagonal media¬ 
nte la transformación congruente según Hermite con una matriz 
unitaria. 

De este modo, la matriz A de la forma bilineal hermiíiana es con¬ 
gruente según Hermite de la matriz diagonal, lo que se trataba de 
demostrar. Todos los casos restantes se examinan de modo análogo. 
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Ejercicios. 

1. Demuéstrese que si lodos los menores principa le» de uoa matriz simétrica 
real o herir ¡liona compleja 100 distintos da rere, entonces el número de sui 
valores propios positivos y negativos coincide respectivamente con el número 
do los términos positivos y negativos de la sucesión (93.4). 

2. Demuéstrese que si una matrii es deiioida positiva, todo menor diagonal 
es positivo. 

3. Demuestren* que una nutrir simétrica de raneo r siempre tiene un menor 
diagonal, aunquo saa único, da rango r. distinto de toro. 

4. Demuéstrese que el elemento máximo da una matriz doftuida positiva 
se encuentra en la diagonal principal 

5. Demuéstrese que la matru A ta definida positiva, si para lodo i 

:«ni> 5¡ i •>/1 ■ 

IV' 

8. Demuéstrese qua pare toda nutriz aimettica A de rango r existo una 
matriz de eonmutacioiu» H (a) que entra loa pnmeres r memores principal* 
de la matriz IT AH no hay doe adyacentes que w*n nulos, con la particularidad 
do qu# el menor de r-éaimo orden m distinto de cero. 

7. Demuéstrese que la matru ir AH del «jamete 6 puede ser representada 
en la forma II All -« S'ÜS, donda S «v una matriz tnaugular derecha con 
elementos diagonales igualas a luto. D n una matru diagonal celular cuyas 
células son da primero y segundo ordenes. 

8. Demuéstrese que toda matni no nagaliva de tango r puedo wr repre- 
M'utada como la suma de ' loalncae oo negativas de rango I. 

9. Sean A. 0 las nutricia definidas positivas coa loa elemento» a,i. b,j. 
Demuéstrese que la matriz C con lo< elenuotus c„ - a,,*,/ os tambiéo definida 
poaitiva 


f 95. Iliprrsuperflcies de segundo 
grado 

Con el estudio de la* formo* 
cuadráticas reales está estrecha mente relacionad* la investigación 
de otros objetos, a saber, hipercuperficirs de segundo grado. Desean¬ 
do subrayar el carácter geométrico de muchas propiedades de las 
hlpersuperficies, un adelante llamaremos a los vectores casi siempre 
puntos dol espacio R„. 

Se denomina hipenuptr/lcu / de tegundo grado en el espacio R„ 

ún conjunto de puntos cuyas coordenadas x |t x,.x„ satisfacen 

la ecuación 

i i - 2 Z b k i k +c « 0 . ( 95 . 1 ) 

donde a fl , b k , c son unos números reales. 

Simplifiquemos la anotación. Al igual que en el caso de las for¬ 
mas cuadráticas, supondremos que la matriz A con los coeficientes 
■a¡i os simótrica. Designemos con b un vector con las coordenadas 
6 j, b t , .... b„. Introduzcamos en el ««pació R„ un producto escalar 
•como suma de productos de les coordenadas, tomados dos a dos. 
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Ahora, la hipersuperficie / de segundo grado en el espacio R„ puedo 
considerarse como un conjunto de los puntos z del espacio euclidoo 
R„ que satisfacen la ecuación 

(Ax, x) — 2 (b. z) + e - 0 (95.2) 

o bien, por ser la matriz A simétrica, la ecuación 


(x. Ax) - 2 (b. x) + c - 0. 

La investigación de las hipersuperficies de segundo grado la 
empozaremos con el estudio de la disposición conjunta de estas su¬ 
perficies y de lineas rectas. Tomemos una recta arbitraria en el 
espacio R„. Supongamos que esta meta pasa por el punto x 0 y tiene 
un vector director l. Los puntos x de dicha recta se definon 
mediante la igualdad 

* - x. + U (95.3) 

para cualesquiera númeto* reales t. Al sustituir la expresión dada 
para x en (95.2), obtendremos 
I* (Al, l) - 21 ((6. D-(Al. x # )) + 

+ ( Ax x # ) — 2 (6. x,) + c - 0. (95.4) 

De esto modo, los puntas de intersección de la roete (95.3) cou 
la hiporeuporficu* (95 2) se determinan ponía* raíces de la ecuación 
cuadrática (95.4). 

Diremos que la recta (95.3) con el vector director i es de direc¬ 
ción no aslntóttra ( atinlóliea) respecto de la hipersuperficie (95.2), si 
(Al. <)*0 ((Al, l) -0). 

Consideraremos una recta cualquiera que tiene la dirección no 
asiutótica l y atraviesa la hipersuperficie. Los puntos de intersección 
determinan en cada una do estas rectas un segmento al cual llama¬ 
remos, por analogía con la geometría elemental, cuerda. Designemos 
con L ol conjunto de puntos medios de todas las cuerdas. Si los extre¬ 
mos de una cuerda son contraidos a un punto, éste se considerará 
también como punto medio de la cuerda. Probemos que L pertenece 
a cierta hipersuperficie. 

Los oxtremos de cualquier cuerda se determinan por los valores 
del parámetro l coincidentes con las rafeas de la ecuación (95.4).- Por 
olio el punto medio de la cuerda a** determina por el valor de / igual 
a la semisuma de las raíces. De confirmidad con las fórmulas de 
Viéte esto nos da 


<fr. n-LU. 
1 * 1 . 1 ) 


(95.5) 


es el punto medio d** la cnerda, entonces 
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Ahora tenemos 

(ai. - n ¡ -;^ i )= 

= mi . "iz'"r , (Ai ' *>-»■ «• 

Así pues, los puntos medios de todas las cuerdas satisfacen la ecua¬ 
ción 

(Al, x) - (6. t). (95.6) 

Comí» el segundo miembro de la ecuación no depende de z Q , enton¬ 
ces, de acuerdo con la fórmula (46.8), esta ecuación determina un 
hlperplano cuyo vector normal es igual a Ai 

El liiperplnno (95.t»| se llama hlperplano diametral conjugado de 
la dirección l respecto a la htpenuperficie (95.2). 

La forma oxplicita de la ecuación del lirperplano diametral per¬ 
mite establecer toda una serie de propiedades importantes que poseen 
las hipersuperficíes do segundo grado. Sea A una malrit regular. 
Entonces, para cualesquiera vectores linealmente independientes 

J|» l i . i también linealmente independientes los vectoras 

Al,. A/,. . , Al u . Supondremos luego que todas las direcciones 

lf la .í* son »“> asmtólicas. Esto tendré lugar a ciencia cierta 

en el caso, por ejemplo, cuando la forma cuadrática (Az, x) os defi¬ 
nida positiva Por consiguiente, se pueda construir un sistema de n 
hipcrplanos diametrales conjugados de las direcciones í,. . ... 

Los liiperplanoa tendrán un único punto común r*. Ahora, do la fór¬ 
mula (95.6) so dosprenden (as igualdades 

(/**• - b. /,) - 0 

para i — 1, 2. n. En virtud de la independencia lineal de los 

vectoras ¿|, esto significa que Ax • - 6 - 0. es decir, ol punto x • 
no os otra cosa que la solución del sistema de ecuaciones algebraicas 
lineales 

Ax - b. (95.7) 

La solución dol sistema con una malrit regular es única, ratón por la 
cual el punto construido x* no depende, en realidad, do cómo en 
cscogon loa vectores l lt 

Unos cálculos simples muestran que para todo punto x* es válida 
la correlación 

U*. i) - 2 (4, z) + c = (4 (i - x*). x - 1 *) + 

+ 2 Mi* -»,*-«•) + (¿i*, x*) - 2 (6, x*) + c. (95.8) 

Si. en cambio, z* es la aolución del aistema (95.7), entonces respecto 
de tai punto la hipersupecficle (95.2) posee la propiedad importante 
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de simetría. A saber, cualquiera que sea x. el primer miembro de 
(95.2) toma válores iguales on los puotos 

x = x* + (x - x*), x 7 ~ x* ~ (x — x*). (95.9) 

Do aquí so deduce, en particu lar, que ambos puntos, x, x'. se 
ubican o no se ubican en la hipersuperficie (95.2) simultáneamente. 
La igualdad 

■r*-4 <'+•''> 

r mito llamar al punto x* centro de tlmelrla de la hipersuperficie. 

en la hipersuperficie (94.2) se dispone aunque Sea un solo punto 
do R„, ol contro de simetría se denomina real. En el caso contrario 
se llama Imaginarlo. 

Seo, ahora, z* un centro de simetría, es decir, para todo x el 

Í rimar miembro de (95.2) toma valoree iguales en los puntos x, x\ 
nr consiguiente, 

[Ax. x) — 2 (6, xi + e - {Ax\ x‘) — 2 (6, x') + c. 

Do acuerdo con (95.8), (95.9). esto es posible sólo en ol caso en que 
para cualquier x 

(Ai* - 6. x - x*) «a 0. 

Mns. la última identidad es válida cuando, y sólo cuando, Ax* — 
— b — 0. os decir, cuando el punto x* sea la solución dol siste¬ 
ma (95.7). Cabo señalar que aquí nunca suponiomos la regularidad 
de la matriz A, ni tampoco la prosoncia de otras sus singulari¬ 
dades, salvo la simetría. Por esta razón 

Para que rl sistema .*lx - 6 tenga solución, es necesario y sufi¬ 
ciente que la hipersuperficie (95.2) cumie con un centro de simetría. 
El confunto de todas tas soluciones coincide con el conjunto de 
todos los centros de simetría. 

Do este modo, so pone de manifiesto una relación muy pro¬ 
funda entro los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales y las 
hiporsuperficies de segundo grado. Esta relación se utiliza amp¬ 
liamente al construir los más diversos algoritmos de cálculo. En 
particular, en la construcción del sistema do hipersuperficios dia¬ 
metrales se basa un gran grupo de métodos que forma parte del 
grupo de los llamados métodos de direcciones conjugadas. Estos 
métodos so tratarán en el último capítulo de la obra. 

En ol caso general la Investigación de las hipersuporficles de se¬ 
gundo grado puede fundarse en la reducción de ellas a la forma canó¬ 
nica. casi por analogía completa con las formas cuadráticas. Pero en 
este caso, además do las transformaciones regulares lineales de las 
variables, se exigirán las operaciones de desplazamiento. 
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Consideremos una transformación cualquier* de las variables 
x - Py que reduce la forma cuadrática (Ax, x) a la forma normal. 
En términos de las variables y,. y„ . ... y m la ecuación de la hiper- 
stiporfíen* tendrá por Expresión 

-2 ‘‘illi --2rf,w-2d..,»,„-... - 2d,y, + c-0. 

Hoalicoraos ahora el desplazamiento de las variables de acuerdo con 
las fórmulas 

f I<»<*. 

««•*{ *« + «*«. 

I Ifi r + l<tt£n. 

En términos de estas variables la ecuación toma la forma 

Supongamos que uno de los números ., </„. por ojomplo 

es distinto de coro, llagamos 

‘<e- 

y a continuarión realicemos nuevamente un desplazamiento 
f v,. t<n 

''“U-f >-■ 

Ahora, la ecuación de la hipersuporfíete adquiero la forma: 

±u?± ul± ... —2u.-0. !<r<n-l. (05.10) 

Si Mitra los mimaros d„-, . d., p no hay ninguna quo so» 

Igual n curo, in ocuacion do la hiperauporficio toma la forma si- 
guiento: 

±uf±t4±--.±uí = 0. I<r<n. (95.11) 

Y, por fin, si los números d, tl .<#, son nulos, mientras que 

P ** 0, entonces, al poner u, - z,'| p j 1 /* para lodo i, obtondromos 
una forma más paro la ecuación de la hipersoperficie. A saber, 

± u* . . ± ú»± 1 = 0, i<r<n. (95.12) 

En virtud de la ley de inercia de las formas cuadráticas, las su¬ 
perficies definidas por diversas ecuaciones del tipo (95.10)—(95.12) 
no pueden convertirse la una en la otra con ayuda de la transfor¬ 
mación lineal de las variables y un desplazamiento. En este coso 
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deben considerarse diferentes las ecuaciones que no pueden ser trans¬ 
formados la una en la otra multiplicándolas por (—1) y cambiando la 
numeración do las coordenadas. Igual que en el caso de las formas 
cuadráticas, esta voz obtuvimos también una partición de todas las 
hipersuperficies de segundo grado en clases disjuntas. 

Al reducir las hipersuperficies de segundo grado a la forma canó¬ 
nica so utilizan con frecuencia sólo las operaciones de traslado y 
transformaciones lineales de las variables con matrices ortogonales. 
Esto so debe, principalmente, a que ambos tipos de las transforma¬ 
ciones indicadas no cambian las distancias entre los puntos. En 
este caso las formas canónicas serán un Unto diferentes, aunque en 
total se obtienen del mismo modo que las anteriores. Por ejemplo, en 
el caso del espado R,. la hipersnperficie de segundo grado puedo ser 
reducida sólo a uno de los siguientes tipos: 

1 X,x* + X*» + a, - 0. 

1!. ptg* + 6^-0. (95.13) 

III. X,x* + a, - 0. 

y en el caso del espacio W,. a uno de los siguientes tipos: 

I. X,x* + X,y* + A,** + a, - 0. 

II. X,x» + X,** + - 0, 

III. X,x* +- a, -0, (95.14> 

IV. X,/ + 6.x - 0, 

V. X x x* + a, - 0. 

En todas las ecuaciones (95.13), (95.14) los coeficiente* de las 
variables escritas son distinto» de cero. El término independíenlo 
puede ser Igual a cero. De acuerdo con la terminología aceptada, las 
hipersuperficies en el espacio R, se llamarán linea de segundo orden 
y en el espado R,. superficies de segundo grado. Tomando on conside¬ 
ración los intereses de los diferentes apartados de las matemáticas, 
estudiaremos más detalladamente las lineas y las superficies de se¬ 
gundo grado según sus formas canónicas (95.13). (95.14). 

Ejercicios. 

t. Sea A una matriz definida poaiüva. Demuéstrese que en la solución ilel 
sistema Ai - k la expresión Mr, x) — 2 (6. x) aleante su valor mínimo. 

2. Sea A una matnz definida positiva. Demuéstrese que en la recia (95.3) 
la expresión ( Ax. x) — 2 (ó. x) alcanza so valor mínimo para «I valor d« t 
lomado de (95.5). 

3. ((«muéstrese que para que una dirección cualquiera sea no asinlónca 
para la hipersuperficie (95.2). es necesario y suficiente que la forma cuadrática 
(As, z) sea definida positiva « negativa. 
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4. ¿Qué propiedad da simetría poeee un hiperplano diametral coojugado 
de la dirección l, al l a un vector propio de la matrii A, correapondimito al 
valor propio no nulo? 

5. Demuéstrese que al lUtama A* - b so tiene solución cuando, y *>lo 
cuando, el hlperplano (85.2) ee raduca a la forma canónica (85.10). 

§ 96. Líneas de segundo orden 

Estudiaremos las líneas de se¬ 
gundo orden mediante las ecuaciones (95.13). Supongamos que la 
ecuación do una línea tiene por expresión 

M* + **»’ 4 a, - 0. (96.1) 

1.1. El número a, no tí nulo ; lot números X,. X,. son de signos 
Iguales, contrarios al signo de a,. Escribamos (96.1) en la forras si¬ 
guiente 

(T^íThFT 1 

y designemos 

< % - 2 > 

a ún l« condición, los números o y 6 son rolles, por lo casi Is Mua- 
l (96.1) ss aquivslsnte a la ecuación 

-£ + £- 1 . ( 96 . 3 ) 

Un» línea, descrita por osla ecuación, so denomina elipse (fig. 96.1) 
y la propia ecuación se llama emoción canónica de la elipse. Pomos 
a conocer algunas propiedades do la elipse. Una elipse os una línea 
acotada. Como se deduce do la ecuación 
(96.3). para todos los puntos do la elipse 
so tiene: | x| < a, | y| < b. La elipse 
cuenta coo dos ejes do simetría: ol 
eje Ox y el eje Oy, como también un 
conlro de simetría que es el origou de 
coordenadas. Esto se deduce del hecho 
que a la par con un punto de coorde¬ 
nadas (x. y), a la olipse pertenecen los 
pantos que tienen las coordenadas 
<*. -P). ( -*• V )■ (-*. -V) Lo» «jes 
de simetría se llaman ejes principales 
do la olipse; el centro de simetría es a la vez centro de la elipse 
Si a > b, entonces Ox lleva el nombre de eje mayor de la elipse y 
Oy, eje menor de la elipse. Los puntos de intersección de los ejes 
principales de la elipse con la propia elipse se llaman vértices do 





Flg. 95.1. 
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la elipse. Cuando a = b, la elipse se convierte en una circunfe¬ 
rencia do radio a y centro en el origen de coordenadas. Suponga¬ 
mos, para concretar, que a>b y designemos 

c* = a* - b\ (96.4) 

Los puntos P x , P t con las coordenadas (— c, 0), (-fe, 0) se denominan 
foeot do la elipse. 

teorema ae.1. La suma de las distancias desde cualquier punto de la 
elipse hasta rus focos es una magnitud constante, igual a 2a. 

DBMOflTRAciON. Para todo punto M (*. y) de la elipso tenemos 



Para osle mismo punto calculamos 

- ( *(i-*)-.. + *r-(4É-i-+#r- 

■((-i‘+«)T- 7 *+«- 

La última igualdad es válida, puesto que — -£x + a > 0 porque 

| * | < a y da < 1. Luogo, 

p(W. + + + 

En definitiva tenemos 

p(M. f’ 1 )+p(Af.ro--^i+í + -fi+«-2<i. 

1.2, £1 mimar» o» no a nula; los números X,. X,. a, son de signos 
Iguales. Designemos 

•-/jj. »=/!• <»«•«> 

entonces la ecuación (96.1) es equivalente a la ecuación 

^ ( 96 - 6 ) 

Está claro que no hay ningún punto del plano que satisfaga (96.6). 
Lo ecuación (96.6) suele tratarse como la ecuación de una elipse 
Imaginarla. 
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1.3. El número a 9 es nulo ; los números X, son de signos iguales. 
Designemos 



en esto caso la ecuación (96.1) es equivalente a la siguiente: 

rí-O. (96.7) 

Está claro que solamente el origen de coordenadas satisfaco la ecua¬ 
ción (96.7). La ecuación (96.7) suele tratarse romo la ecuación de 
unn elipse degenerada. 

1.4. El número a 4 no es igual a cero : los números Xj, X, son de 
signos contrarios. Por introducción de los nuevos coeficientos análogos 
a (96.2), (90.5), la ecuación (9G.1) se reduce, salvo la «designación 
de las variables, a una ecuación equivalente 

y(96.8) 

Una linea, descrita por esta ecuación, se llama hipérbola (fig. 96.2) 
y lo propia ecuación, ecuación canónica de la hipérbola. A diferen¬ 
cia de la elipse, la hipérbola es una 
linea no acotada. Igual que en al 
caso de una elipse, los ejes do simetría 
de la hipérbola son los ejes do coordena¬ 
das y el centro de simetría es el origen 
de coordenadas. Los ejes de simetría 
se denominan ejes principales do lo 
hipérbola; el centro de simetría, centro 
do la hipérbola. Uno de los ojcs prin¬ 
cipales (Qz) se interseca con la hipér¬ 
bola en dos puntos llamados vértices do 
la hipérbola. Eato eje se Dama ojo real 
de la hipérbola. El otro eje (Oy) no tiene puntos comunes con la 
hipérbola y se llama, por eso. eje Imaginario do la hipérbola. 
Designomos 

<• - a« + ó*. 

Los puntos F„ F t , cuyas coordanadas son (— c, 0), (+e, 0) se deno¬ 
minan focos de la hipérbola. 

TEonEMA mí La magnitud absoluta de la diferencia entre las 
distancias desde cualquier punto de la hipérbola hasta sus focos es 
constante e igual a 2a. 

demostración Para todo punto M (i, y) de la hipérbola so tiene 
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Para el mismo punto calculamos 

-((í—rr-ií'-i- 

Luego 

PWtFá-fa+cr+jy*- 

- (**+ 2*f + c > +^ *-»)'" - (i* (l + •£ ) 4 Z« +a*)' n = 

Para lodos los punto* de la hipérbola tañemos J x | > a y da > 1. 
Por esto 


P (*.*)- 

P (M, P,)- 


— x—a para todo x>0, 
—Jz+fl para todo x<0, 
j r+a para todo x>0, 
—-x — a para todo x<0. 


En defenitiva, 

I P (M, P») - P (W. ^0 I - 2a- 
Consídoraromos la parto de la hipérbola dispuesta oo ol primer 
cuadrante. Para asta parte * > a, y > 0. La ecuación (06.8) en el 
primer cuadrante ea equivalonto a la siguiente 

,-±y*=Z. 


ai, naturalmente, se considera que b > 0, a > 0. Es fácil conven* 
cerse de que Mta función puede ser representada en la forma si¬ 
guiente: 


-* 


(96.9) 


A la par con la función (96.9) examinemos la ecuación de una recu 
✓ j*. (96.10) 

Designaremos mediante M (x, y) y M' (x, y') los puntos de la hipér¬ 
bola (96.9) y de la recU (96.10) que tienen una misma abscisa x. 
23* 
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Al crecer ilimitadamente x, la diferencia 



va decreciendo de manera monótona, quedando positiva, y tiende 
hacia cero. Por consigniente, (os puntos M y M' van acercándose, 
pero el punto M de la hipérbola queda siempre por debajo del punto 
M' en la recta (96.101. 

Una propiedad análoga tiene lugar también para las otras partos 
do la hipérbola. Una da las rectas 

*- 71 . ) - 7 * (96.11) 

desompefia el papel de la recta (96.10). Batas rectas no llaman asínto¬ 
tas de la hipérbola. 

Observemos quo hemos tratado (96.8) como la ecuación do la 
hipérbola. Sin embargo, del curto escolar se conoce otra ecuación 
que también so denomina ecuación de la hipérbola. 

Teniendo presente (96.11), realicemos el siguiente cambio do 
coordenadas 

'-T-* »“7+f 

De (96.8) tonemos 

. Por lo tanto, en el nuevo sistema do coordenadas (no rectangular, 
en al caso general) la ecuación da la hipérbola liona la forma 

*V - 1 (96.12) 

o bion 



Bata es precisamente la ecuación conocida del curto escolar. La 
ecuación (96.12) se denomina ecuación de la hipérbola respocto de 
8 us asíntotas. 

1.5. El número a„ es igual a cero; loe números X,. X, ton de signos 
contrarios. Al efectuar ol cambio habitual de los coeficientes, obten¬ 
dremos la ecuación 

ÍT—£'0 (96.13) 

equivalente a U ecuación (96.1). De esta ecuación obtenemos 

(7-f)(4H)= 


0 
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o bien 


b 

*=-7'. 


(96.14) 


Do este modo, la ecuación (96.13) es la ecuación de una línea que 
ac descompone en dos rectas (96.14) que se cortan. 

Consideraremos ahora la segunda ecuación de (95.13). Gala tiene 
la íorma 

**■ + *e* - 0. (96.15) 

U.6. Ambos números X,, b , ton distintos de cero. Designemos 
*—■ 

Ahora, la ecuación (96.15) resulta equivalente a la siguiente: 

ir* - 2|*x. (96.16) 

La linea descrita por «eta ecuación se denomina parábola 

a 96.3) y la propia ecuación lleva el nombre de ecuación canónica 
a parábola. Síd restringir la generalidad, se 
puede considerar que p > 0, puesto que para 

Í < 0 se obtiene una linea simétrica respecto 
»1 eje Oy. Análogamente . la hipérbola, la 
parábola es una linea no acotada. Tiene 
solamente un eje de simetría, el eje Os, 
y no tiene centro de simetría. El punto de 
intersección del oje de la parábola con la 
misma parábola se llama cárticeóe la parabola. 

El punto F coyas coordenadas son , o) 
se denomina foco de la parábola. La recta L definida por la 
ecuación 



Flg. 96.3. 


(96.17) 


so llama directrl» de la parábolo. 

tsorbía «i La distancia entre cualquier punto de una parábola 
y la directriz es Igual a la distancia entre dicho punto y el foco de la 
parábola. 

demostración. Para cualquiar punto M (z. y) de la parábola 
tonomos 
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y luego 

= (*_„ + £ * 2ps) = (x. + px + £)= 

-((*+«r-'+f 

puesto que x > 0 y p > 0 . 

Consideraremos, por fio, la loteara ecuación de (95.13). Ea do la 
forma mis sencilla: 

X.i* + a, = 0. (96.18) 

111.7. El número a a no e* Igual a coro; el tlgno del número X, ea 
contrario al de a t . Designemos 

entóneos la ecuación de la linea (96.18) será equivalente a le ecuación 
x> - «* - 0 (96.19) 

o bien 

i - o. x - -a. (96.20) 

Por conalguionte, la ecuación do la linea (96.19) os la ecuación do 
unu linos que se descompone en dos recus paralelas (96.20). 

111.8. El número a, no « Igual a erro; el signo del número Xj 
coincide con el de a a . Designemos 

entonces la ecuación (96.18) será equivalente a la ecuación 

** + «■ _ 0. (96.21) 

Está claro quo no existe ningún punto del plano cuyas coordena¬ 
das satisfagan esU ecuación. De (96.21) suele decline como de une 
ecuación que define dos rectas Imaginarías. 

111.9. El número a, es Igual a cero. En este caso (96.18) es equiva¬ 
lente a la ecuación 

x 1 - 0 . (96.22) 

Por analogía con la ecuación (96.19), suele decline que la ecuación 
(96.22) define dos rectas coincidentes, cada ooa de las cuales se deter¬ 
mina mediante la ecuación 

x-0. 
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Ha de señalarse que para todos los puntos de una elipse o una 
hipérbola tienen lugar las siguientes igualdades: 

p<M.M=t| x — fl- O*- 23 » 

p(.v./,)-Í|,+-£|. 

Las rectas a, (i » 1. 2), definidas por las ecuaciones 

x + -£-0. (96.24) 

so llaman directrices de la elipse y de la hipérbola. Atribuiremos a la 
directriz y al foco números idénticos, si se dísponeu en un mismo 
semipleno definido por el eje Oy. Ahora podemos mostrar que: 

La ratón entre las distancias p (Ai, P,) y p {M, a ( ) es una magni¬ 
tud constante para todos los puntos M de la elipse, hipérbola y pará¬ 
bola i. 

Pora la parábola esta afirmación se deduce del teorema 96.3. 
Para lo olipse y la hipérbola, de las ecuaciones (96.23), (96.24). La 
razón 



so denomina excentricidad. Se tiene 
para la elipse: 

'-T-c-£r<‘- 

para la hipérbola: 

'-*-(«+-sr>«- 

para la parábola: 

e - 1 . 


t. ¿Qué roprpwnia en si un hlperplaoo diametral conjugado de una direc¬ 
ción «teda para las lineas do íegundo orden? 

2. Escríbanse las ecuación** de una linea tangente para una elipse, uno 

hipérbola V una parábola. ..... 

3. Demuéstrese que un rayo de luz, que sale de un foco de la «llpn y « 
refleja de la tangente, pasa por el segundo foco. 

4. Demuéstrase quo un rayo de luz que sale del foco de una parábola y se 
refleja de la tangente, pasa paralelamente al eje de la parábola. 

5. Demuéstrese que un rayo de luz que salo do un foco de la hipérbola y so 
reflejo de la tangente, aparece salteóte del segundo foco. 
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§ 97. Superficies «le segundo grado 

Pasemos ahora al estudio de las 
superfinos de segundo grado, dadas en forma de las ecuaciones 
(95.14). Consideraremos primero la ecuación 

X,x» + Xjr* + + a. = 0. (97.1) 

1.1. El número a 9 es distinto de cero ; los signos de todos los nú¬ 
meros X|. X.. X, son idénticos y contrarios al signo de a 0 . El cambio ha¬ 
bitual de loa coeficientes nos da 

£+■£ + ■£■“«• (97.2) 

La superficie descrita por esta ecuación se llama elipsoide 
(fig. 97.1) y la propia ecuación (97.2). ecuación canónica del elip¬ 
soide. De la ecuación (97.2) so deducá 
que los planos do coordenadas son pla¬ 
nos de simetría y el origen do coordena¬ 
das. el centro de simetría. Los núme¬ 
ros a. 6, c se denominan semiejes do) 
elipsoide. Un elipsoide es una superficie 
limitada, encerrada dentro da un para¬ 
lelepípedo j x | < o. | y | ^ b, 
I * I < c. La linea de intersección dol 
elipsoide con cualquier plano repre¬ 
senta una elipse. En ofecto. tal linea 
de intersección as una línoa de segundo 
grado. Por sor el elipsoide una superficie limitada, esta linea también 
será limitada, pero la única linea limitada de segundo orden es 
una olipse. 

1.2. El número a 0 es distinto de cero ; los signos de lodos los nú¬ 
mero» X„ X„ X|, a 0 ton idénticos. La sustitución habitusl de los coefi¬ 
cientes da 

ÍT’-p-+ír “(97.3) 

No hay ningún punto del espacio cuyas coordenadas satisfagan esta 
ecuación. Do (97.3) suele decirse como de una ecuación de un elip¬ 
soide imaginarlo. 

1.3. El número a 0 a igual a cero-, los signos de todos los números 
Xj, X,, X, ion idénticos. Tonemos 

£+£+•?•-0. (97.4) 

Esta ecuación se satisface sólo por el origen de coordenadas. Suele 
decirse que (97.4) es la ecuación de una elipse degenerada. 
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1.4. El número a, no es Igual a cero; los signos de X,, X, coinciden y 
son contrarios a los de X„ o 0 . La sustitución habitual do loa coefi¬ 
cientes noa da 

( 97 - 5 > 

La superficie descrita por asU ecuación a© llama hiperboloide de 
una hoja (fíg. 97.2) y la misma ecuación, ecuación canónica dol hi¬ 
perboloide de una hoja. De la ecuación (97.5) 
se deduce que los planos de coordenadas aon los 
de simetría y el origen de coordenadas es el 
centro de simetría. Examinemos las líneas L % 
de intersección del hiperboloide do una hoja 
con los planos t — h. La ecuación de la pro¬ 
yección do tal línea sobre el plano Oxy se ob¬ 
tiene de la ecuación (97.5), si ponemos enlata 
t — h. Es fácil ver que eeta linea es una elipse 

donde 

1 + V/c>. 

e-»yl+**/<*, 

con la particularidad do qu» sus dimensiones 97 - 2 * 

crecen ilimitadamente ruando h -*+ oo. Las 
secciones que se obtienen ai cortar el hiperboloide de una hoja por 
los planos Oyz y Oxt representan en ai las hipérbolas. 

De este modo, el hiperboloide de una hoja representa en sí una 
superficie compuesta por una hoja y semejante a un tubo. Dicha 
superficie se extiende ilimitadamente en las direcciones positiva y 
negativa del eje Oz. 

1.5. El número e« no es igual a cero ; los signos de X,, X,. a 0 coin¬ 
ciden y son contrarios al de X t . Por analogía con (97.5), tenemos 

£+£-?---»• O’ »> 

La superficie descrita por eeta ecuación as denomina hiperboloide 
de dos hojas (fíg. 97.31 y la propia ecuación, ecuación canónica dol 
hiperboloide de dos hojas. Loa planos de coordenadas son planos de 
simetría y el origen de coordenadas es el centro de simetría. Las línea» 
de intersección del hiperboloide de dos hojas con los planos z = h 
representan elipses cuyas proyecciones sobre el plano Oxy tienen por 
ox presión 
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donde 

a* = a\ —1 + **/£*, V = bV -l + AVí*. 

De aquí se infiere que el plano secante : -* h empieza a cortar el 
hiperboloide de do9 hojas sólo cuando | h \ ^ c. En la capa entro 
lo» planos * — — e y : «• +c no hay punto» de la superficie en con¬ 



sideración. En virtud de la simetría respecto del plano Oxy, la su¬ 
perficie conato de dos hojas dispuestas fuera do la capa citada. Las 
secciones obtenidas como resaltado del corte del hiperboloide por los 
planos Oyx y Oxz representan en sí unas hipérbolas. 

1.6. El número a 0 et Igual a cero; lo* signos de X|, X, coinciden 
y son contrarios al de X,. Tenemos 

£-►£-5-0. (97.7) 

La superficie definida por esta ecuación se llama cono elíptico 
(íig. 97.4) y la propia ecuación, ecuación canónica del cono elíptico. 
Los planos do coordenadas sirven do planos de simetría y el origen do 
coordenadas «s el centro de simetría. Las líneas de intersección 
del cono elíptico con los planos i = h representan en sí elipse». Si el 
punto M (x 0 , y 0 , : 0 ) se dispone en la superficie del cono, entonces 
las coordonadas del punto M, (íx e . tyo. **•>. pora todo número t, 
satisfacen la ecuación (97.7). Por consiguiente, toda la recta que pasa 

r eí punto M 0 y el origen de coordenadas se halla íntegramente on 
íuperficie dada. 

Pasemos ahora a considerar la segunda ecuación de (95.14). Te¬ 
nemos 

X.X* + Xj* + ¿e* - 0. 



| 77. SUPERnCIBS DE SEODKDO ORADO 


363 


II.7. Los números X,, X z son de un mismo signo. Sin limitar la 
generalidad, podemos considerar que ó. tiene signo opuesto, ya que 
al coincidir los signos de b, y X,. X, obtenemos una superficie dis¬ 
puesta simétricamente respecto del plano Ozy. El cambio habitual 
de los coeficientes nos da 

«-■£+•£. 07.8) 

La superficie descrita por esta ecuación se llama paraboloide elíp¬ 
tico (fig. 97.5) y la propia ecuación, ecuación canónica del parabo¬ 
loide elíptico. Para esta superficie Oxs y Oys son los planos de si¬ 
metría, el centro de simetría no existe. El paraboloide eliptico se 




dispone on ol semiespacio s > 0. Las líneas de intersección L h del 
paraboloide elíptico con los plaooa x — h, h > 0, representan on sí 
unas olí paos cuyas proyecciones sobre el plano Oxy se deffnon por la 
ecuación 

dondo a • — a\ K, b* — b\b. De aquí se deduce que al crocor h, 
las elipses aumentan ilimitadamente, es decir, el paraboloide elípti¬ 
co representa en si una taza infinita. 

Las secciones que se obtienen al cortar el paraboloide elíptico 
por los planos y = h y x «■ h. representan on si unas parábolas. Por 
ejemplo, el plano x = h interseca la superficie a lo largo de la pa¬ 
rábola 

dispuesta en el plano x - h. 

11.8. Los números X, son de signos diferentes. La superficie tipo 
pnra esto caso se determina por la ecuación 
*• »* 
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La superficie descrita por esta ecuación se llama paraboloide 
hiperbólico (fig. 97.6) y la propia ecuación, ecuación canónica del 
paraboloide hiperbólico. Los planos Oxi y Oyi son los planos de 
simetría, el centro de simetría no existe. Las lineas do intersección 
del paraboloide hiperbólico con los planos s — h representan en sí, 
para h > 0, las hipérbolas 

donde a* » aYÜ, 6* •* óy'F, y. para A < 0, las hipérbolas 

-¿r+lSr“l. 


donde a • — «V —A, 6* — b Y —h. El plano s 0 corta el parabo¬ 
loide hiperbólico a lo largo de dos rectas 


Toda» las superficie» deíiuidas por las ecuaciones 111—V de 
(95.14) no dependen do *. Por ello, las proyecciones de las líneas do 
intersección de dichas superficies con los planos t — h sobro al plano 
Oxy tampoco dependen de h. Las superficies de tal género so llaman 
cilindros, afiodiéndose la dofinición elíptico . hiperbólico, etc., según 
sea la forma de la proyección de la superficie sobra el plano Oxy. 

TEOREMA *7.1 Por todo punto del hiperboloide de una hoja y del 
paraboloide hiperbólico pasan dos rectas diferentes, dispuestas Integra¬ 
mente en las superficies indicadas. 

demostración Examinemos un hiperboloide de una hoja definido 
por au ecuación canónica 

£ + £--í-‘- < 97 - 10 > 

Con cualesquiera a, 0 distintos de cero a la ves, un par de planos 

«(T+*W(‘“t). >(7-T)-(*+t) < 97 '“> 

determina ciarta recta I*. Es fácil comprobar que la recta dada T so 
dispone íntegramente en la superficie (97.10). Más aún, por todo 
punto de esta superficie pasa una recta perteneciente a la familia 
do r. 

En efecto, consideraremos (97.11) como un sistemo de dos ecua¬ 
ciones 


•(t+tHO-H-o- 
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respecto de a, 0. El determinante del sistema es igual a cero cuando, 
y sólo cuando, el punto M (x. y, t) 9e dispone en el hiperboloide 
(97.10). Además, el rango de la matriz del sistema «s igual a uno 
a ciencia cierta. Por consiguiente, a y P se determinan, salvo la 
proporcionalidad. Pero, esto significa precisamente la unicidad de 
la recta T que pasa por todo punto del hiperboloide. 

Dol modo análogo nos convencemos de que por todo punto dol 
hiperboloide pasa una única resta r*. definida por los planos 

”(7+7)-M*+*)- >(t-*)-*(*-«• 

Les rectas F y T* son distintas. Los mismos raionamiontos muestran 
que un hiperboloide hiperbólico 

*-£—£ 

está cubierto por doa familias diferentes de rectas n y II* las cuales 
vienen definidas por los planos 

—»(7+*). >-(*-*) 


—‘-( 7 +*)- 


Ejercicios. 

1. jQné rapniinu «a ai un hiperplat» diametral conjugado da una di roe* 
cldn dada, oara la» auperflei» d* «efundo grado? 

2 . Escriban* laa «-cuaelooae de un plano lanceóte para dlferenlea «upár¬ 
melos de «efundo grado. 

3. I nveatiguense las propiedad* ¿plica» de Ua superficies de «efundo grado. 



CAPITULO 12 EXPACIOS BILINEALES 
METRICOS 


§ 98. Matrii y determinante dé Gran» 

Supongamos que en un espacio 
lineal A„. definido sobre el campo numérico P a© ha introducido 
cierta forma bilincal <f (*, y). El espacio A. ae llama bilineol métrico, 
si a cada par de vectores, x. y de A. se le ba puesto en corresponden¬ 
cia un número (*. y) de P denominado producto escalar, con la par¬ 
ticularidad de que 

(x. y) - f Cx. y). 

Si una forma bilincal en el espacio complejo A, es hormitiana, A„ 
so llama espacio bilincal métrico hermlttano. En estol casos diremos 
también que en el espacio lineal se ba introducido una métrica bi- 
lineal. 

Puedo observarse cierta analogía entre loa capados bilineales 
métricos y los espacios «uclideos y unitarios, considerados ante¬ 
riormente. No obstante, indiquemos abora mismo algunas diferen¬ 
cias sustanciales. Al comparar las definiciones del producto escalar 
en los espacios euclídeo y unitario con la definición de la forma blll- 
ncal. no ea difícil advertir que en los espacios bilineales métricos el 
mencionado producto escalar puede no ser, en el caso general, simé¬ 
trico y definido positivo. 

El estudio de los «pecios euclídeos y unitarios se redocía a la 
investigación de las propiedades adíciouales tanto de loa propios 
espacios como de loa operadores que actúan en loe «pecios y surgen 
con relación a las formas bilineales las cuales determinan los pro¬ 
ductos escalar». El problema de «ludio de los espacios bilineales 
métricos es el mismo. La necesidad de introducir una definición 
debilitada del produeto escalar es debida al hecho de qu* no siempre 
las función» bilinealM, estudiad» en conjunto con los vectores del 
espacio y los operadores, poseen le propiedad de simetría y de defi¬ 
nición positiva. 

Muchas definición» y hechos aeran iguales tanto para los espa¬ 
cios bilineales métricos ordinarios como para los bilineales bermitia- 
nos. Por esta ratón, siempre cuando no haya lugar para equivoca- 
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ciones. omitiremos en lo sucesivo la palabra «berailiano» y realiza¬ 
remos lo? cálculos correspondientes sólo para los espacios bilineales, 
sobreentendiendo tácitamente que para los espacios hormitianos loa 
cálculos se efectúan de manera análoga. 

El procedimiento principal para investigar cualesquiera espacio* 
lineales consiste on la descomposición de un vector según el sistemo 
dado de vectores y en el estudio de dicha descomposición en función 
do diferentes factores. En un espacio lineal general no existo un ins¬ 
trumenta. con ayuda del cual se podría encontrar la descomposición, 
poro resulta quo en el espacio bilineal métrico como tal instrumento 
actúa el producto escalar. 

Tomemos un sistema arbitrario de vectores x, ( x„ . ... x n del 
espacio bilineal métrico K a y un vector x i K a . \eamos qué nos do 
la presencia del producto escalar para investigar la posibilidad 
de descomponer el vector x 

x - S|X| + a*r t + ... + a m x m (98.1) 

según un sistema dado. Al multiplicar escalamiento la igualdad 
(98.1). de manera sucesiva a la derecha, por x„ x„ . . x„. obten¬ 

dremos, para determinar los coeficientes desconocidos 0 |. «z 9 . . . . 
. ... a m de la descomposición (98.1). un sistema de ecuaciones alge¬ 
braicas lineales 


i*,. *■)+«,<»,• *i> +• • • +«. <*..'.) - ('.».). 
®, (*|. » J + », <•»,. ',) 'O - ('. *l). 


(98-2) 


«l (*l. 'mi + o,('l' 'mH -- ®m (*m. 'mi - ('. 'mi- 


Ln matriz G, que es una matriz transpuesta de este sistemo, tieno la 
formo 


('t.'ll ('t.'J 



(j-,,',) U¡. . 


(98.3) 


- I'..'.)/ 



y se denomina matriz de Gram del sistema de vectores x,. x,, ... 

. . x*. El determíname de esta matriz G (x,. x v .... x m ) lleva 

el nombre de Gram. De eate modo, el problema de investigación de 
Ias descomposiciones (98.1) está estrechamente vinculado con el 
problema de resolución de los sistemas (98.2). 

Si los vectores x,. x,.x„ forman una base del espacio, la 

matriz de Gram será, para ellos, matriz de la forma bilineal prin¬ 
cipal (x. y). Las matrices de Gram para diferentes bases son congruen¬ 
tes y. por tanto, tienen rangos iguales. El rango de las matrices 
de Gram es un invariante del espacio bilineal métrico y se llama 
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rango de dicho espacio. La diferencia entre la dimensión y el rango 
del espacio se denomina defecto del espacio. Si el defecto es distinto 
de cero, el espacio bilineal métrico se llamará degenerado. La regu¬ 
laridad de la fprma bilineal principal implica la regularidad de las 
matrices de Grara para todas las bases. En este caso el espacio bili¬ 
neal métrico se denominará regular. Para un espacio regular el sis¬ 
tema (98.2), donde x x , . ... x„ es la base, tiene siempre una solu¬ 
ción única, puesto que la matriz del sistema será regular y se obtione 
la posibilidad do investigar loa coeficientes de la descomposición 
(98.1) como solución del sistema (98.2). 

Supongamos que para ciertos vectores x. y de un espacio bilineal 
métrico K m so verifica la igualdad (x, y) =» 0. En este caso el vector 
y so llama ortogonal a la derecha respecto del vector x, y el vector x, 
ortogonal a la Izquierda respecto del vector y. En los espacios blli- 
ncales métricos hemos de distinguir las ortogonalidades a la izquierda 
y a la derecha, puesto quo en el caso goneral (x. y) (y. x). Si. en 
cambio, (x, y) = (y, x) -=> 0, los vectores se llamarán simplemente 
ortogonales. Teniendo en coenta la linealidad dol producto escalar 
respecto do cada argumento, es fácil comprobar que lar ortogonalídad 

del vector y a la derecha respecto de los vectores x,. x.. 

origina su ortogooalidad a la derocha respecto de su cualquier combi¬ 
nación lineal. Lo mismo puode decirse respecto de la ortogonalídad 
a la izquiorda. De aquí proviene, en particular, que para que un 
vector dol espacio K„ sea ortogonal a todos los vectores dol subesps- 
ció linoal L, os necesario y suficiente que soa ortogonal a los vecto¬ 
res de una base cualquiera del suboapacio L. 

i.ema «ai. Si la matriz de Gram del sistema de vectores x„ x„ . . . 

. ... x m es degenerada, entonces existen tales vectores u, v (que son 

combinaciones lineales no triviales de los vectores x„ x,.x„) 

que u es ortogonal a la derecha y v. a la itquierda respecto de lodos los 
vectores de la cápsula lineal de los vectores x,. x,.x m . 

DEMOSTRACION SI la matriz de Gram es degenerada, sus filas 
son linealmente dependientes. Por consiguiente, exiaton talos nú¬ 
meros y». Y*- • • •• tm . o° todos iguales a cero, que la combinación 
lineal de las filas soré nula, es decir. 


?1 (*l. *l) -r Y, (*,. *i) + • • • + Y- (*»• J l> = 0. 
Y t (*l. *i) + Y,(*•• *>) + ••• + Y»(*..**) “0, 


Yi (*M *.) +Yl<** *4+ • • • +T« (*»• *4 ’ °- 

Si designamos 
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les correlaciones (98.4) significan que (y, x,) — 0 para lodo /. El 
voclor v es una combinación lineal no trivial de los vectores x,, 

x t . x n , el mismo es ortogonal a la izquierda respecto a 

cualquiera de los vectores citados, por lo cual es ortogonal a todo 
vector de su cápsula lineal. El vector u se construye análogamente, 

r o siempre partiendo de la dependencia lineal de las columnas de 
matriz de |Gram. 

corolario. 51 la matriz de Gram para un sistema de vectores U- 
nealmente independiente es degenerada, la forma cuadrática ( x, z) 
tiene un vector Isótropo que pertenece a la cápsula lineal del sistema 
dado y es ortogonal a la derecha (a la itqulerda ) respecto de todos los 
vectores de esta cápsula. 

Efectiva mentó, en virtud de que los vectores del sistema son 
linea Imán U independientes, los vectores u, o során no nuloe; ado- 
más, (u, u) — (y, v) =■ 0. 

En varios casos de importancia al determinante de Gram sirve de 
medio muy cómodo para establecer el hecho de dependencia lineal o 
independencia lineal do un sistema de vectores. 

lema NJ Para todo sistema de vectores linealmente indepen¬ 
diente el determinante de Gram es igual a cero. 

dkmoatracion Sea un sistema x„ x,. x m linoalmonto do- 

C 'ionto En este raso podomos representar el vector nulo x en 
a de una combinación lineal no trivial de los vectores x |a x,. . .. 

. . x m . Pero, entonces, el sistema homogánoo (98.2) debo tenor 
una solución no nula. Por coDsiguiante, el determinante do le matriz 
do esto sistoma. os decir, el determinante do Gram del sistoma 

x t , ... x m será igual a cero. 

teorema m i. Si una forma cuadrática (x, x) no tiene vectores 
isótropos, el determinante de Gram no es nulo, cuando, y sólo, ruando, 
su sistema de vectores es llnealmenle Independiente. 

demostración necesidao Supongamos que el determinante de 

Grniu dol sistema de vectores x,. x t . x m no es igual a cero. Si 

suponomos quo este sistema es linealmente dependiente, entonces, 
de acuerdo con el lema 98.2, el determinante de Gram debe ser nu¬ 
lo. lo que es imposible por hipótesis. 

suficiencia Supongamos quo el sistema de vectores os lineal mon¬ 
to independiente. Si el determinante de Gram rs nulo, entonces, 
conformo al corolario del loma 98.1, debe existir un vector isótropo. 
Pealo que .esto último es imposible según la hipótesis, ol determi¬ 
nante de Gram no es igual a cero. 

corolario. Si una forma cuadrática (x, x) es estrictamente de signo 
constante, entonces el determinante de Gram es igual a cero cuando, 
y sólo cuando, el sistema de vectores es linealmente dependiente. 

corolario Si una forma bilineal (x, x) es simétrica y la forma 
cuadrática (x. x) es estrictamente de signo consUinle, entonces para cua¬ 
lesquiera dos vectores x, y se verifica la desigualdad de Cauehy—Bunio- 
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kovski 

Kx, y)P<(x. x)(y, y). (98.5) 

con la particularidad di que la igualdad se alcanza cuando, y sólo 
cuando, los vectores x. y son hnealmente dependientes. 

A condiciones de esta afirmación el determínenle de Gram para 
los vectores linealmente independientes x. y será positivo, do con¬ 
formidad con el criterio de Sylvester o corolario del mismo, o igual 
a cero, para los vectores linealroente dependientes, de acuerdo con 
al lema 98.2. En ambos casos la desigualdad (98.5) llene lugar. Si, 
en cambio, en (98.5) se alcanza una igualdad, los vectores x, y so- 
rán lineal mente dependientes, en concordancia con el corolario 
anterior, puesto que será nulo su determinante de Gram. 

Consideraremos algunas propiedades del determinante de Gram 
que son sencillas, pero bastante importantes. Batas propiedades no 
sólo generan numerosos corolarios, sino permiten frecuentemente 
atribuirle* una clara interpretación geométrica. 

PHoriBDAD i. El determinante de Gram no varia, al cambiar de 

lugar cualesquiera dos vectores en el sistema x,. x,.x w . 

En efecto, ai en el alaterna x„ x,.x* cambiamos de lugar 

cualesquiera dos vectores x, y x,. en el determinante de Gram cam¬ 
biarán de lugar entre sí la i-ésima y la /-*sima «olumnaa. como tam¬ 
bién la í-Wma y la /-ésima filas. Además, el determinante de Gram 
cambiar» de signo dos veces y, como resultado, quedará inalterable. 

propiedad : El determinante de Gram no varia cuando a un vector 
cualquiera del sistema x„ x,.x„ ac le adiciona cualquier combi¬ 

nación lineal de los demás vectores. 

Evidentemente, es suficiente considerar un caso an quo vana el 
vector X|, puesto que todos los casos restantes se reducen, teniendo 
presente la propiedad 1. a este primer caso. Supongamos que al vec¬ 
tor x, so le agrege al vector a,x t 4 . . - <*«*..• Supongamos 

además, que la forma biltneal (x. y) es ordinaria. Es fácil comprobar, 
que ol nuevo determinante de Gram se obtiene del Inicial, sumando 
a la primera fila la fila segunda multiplicada por o,, etc. huta la 
última fila multiplicada por y a la primera columna la columna 
segunda multiplicada por a f . ote., hasta la última columna multi¬ 
plicada por a„. Como resultado de tal procedimiento, según se salió, 
el determinante no varía. Si la forma bilineal (x. y) es hermitlana, 

las columnas se multiplican por a, .a*. 

propiedad 1 Si un vector del sistema x,. x.. x m se multipli¬ 

ca por el número a, entonces el determinante de Gram queda multipli¬ 
cado por a*, siempre que la forma bilineal (x. y) sea ordinaria, y por 
I a f\ si la forma (x. y) sea hermitiana. 

Esta vez también resulta suficiente considerar el caso de varia¬ 
ción del vector x,. Pero la multiplicación del vector z x por el numero 
a conduce a la multiplicación de la primera fila y la primera coluro- 
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□a dol determinante de Gram por el número a sólo en el caso en quo 
la forma bilineal (x, y) sea ordinaria. En cambio, si la forma (x, y) 
es henniliana, entonces ia primera fila del determinante do Gram 
queda multiplicada por el número a. mientras que la primera co¬ 
lumna, por el número a. De aquí precisamente proviene la propiedad 
onunciada. 

propiedad i. Si cada une de loe lectores x,. x x , . . .. x m es ortogo¬ 
nal a la izquierda (a la derecha) respecto de todos los vectores que le ante¬ 
ceden, entonces para el determinante de Gram se verllica la igualdad 

.'->“, 0 , (*>•*,>• ( 08 . 6 ) 

Efectivamente, la ortogonalidad a la izquierda (a la derecha) 

de cada uno da los vectoras del sistema x,. x,. z m respecto do 

todos los vectores antecedentes lleva a que la matriz do Gram será 
triangular derecha (izquierda). Paro el determinante do una matriz 
triangular es igual a) producto da los elementos diagonales do donde 
so infiere (98.6). 

Son de mayor interés las propiedades de la matriz y del determi¬ 
nante de Gram en aquellos rasos cuando la forma bilinoal (x, y) 
interviene como simétrica real o simétrica hcrmitiana y es definida 
positiva Desdo luego, ostos casos significan nada mis que el espa¬ 
cio bilinoal métrico A', es. de hecho, euclidiano o bien, correspon¬ 
dientemente, unitario. 

En un espacio euclídao y unitario la matriz de Gram seré, para 
cualquier sistema bisico. una matriz definida positiva do forma cua¬ 
drática (x, x). De acuerdo con el criterio da Sylvaster, todo», los 
menores principales do la matriz de Gram «crin positivos. Puesto 
quo todo sistema da vectores lineaimentd independiente puede sor 
construido de modo quo se obtenga una base, de aqui se deduco que 
será válido el 

lema En un espacio euelídeo y unitario el determinante de 
Gram para cualquier sistema linealmente independiente de vectores es 
positivo. 

En un espacio euelídeo el determinante de Gram tiene una intoi- 
pretación geométrica muy simple. De esto nos dice el 

teorema mí En un espacio euelídeo el determinante de Gram 
G (Xj, x,. .... x m ) del sistema de vectores x,. x t , . . ...x m es Igual 

al cuadrado del volumen V* (x„ x,.x m ) de dicho sistema de 

vectores. 

demostración. Examinemos una función real G ,Jt (x,. .... x m ) 
de m argumentos vectoriales x„ x,, .... x w . La función satisface 
las propiedades A, B de (36.3), conforme a las propiedades 2, 3 del 
determinante de Gram, En un espacio euclideo cada vector de cual¬ 
quier sistema ortonormalizado de vectores es ortogonal a todos los 


2*» 
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vectoras antocodeates del sistema. Por oslo, en concordancia con 
(98.6), la función G 1,1 (x,. x.. x m ) satisface también la condi¬ 

ción C de (36.3). Pero ahora del teorema 36.1 se desprende que esta 
función coincido con el volumen del sistema de vectores. 

corolario. Para lodo sistema de vectores x„ x„ . . ., x n de un 
espado euclldeo se verifican las desigualdades 

ossg(i„ .... 

con la particularidad de que la igualdad a la iiquierda se alcanza cuan¬ 
do, y sólo cuando, el sistema de vectores es linealmente dependiente, 
mientras que la igualdad a la derecha, cuando, y sólo cuando, bien el 
sistema de vectores es ortogonal bien contiene el vector nulo. 

La valides do esta afirmación provieno dol primar corolario del 
teorema 08.1 y de la propiedad del volumen dol sistema do voctorws 
descrita por la desigualdad de Hadamard (38.1). 

corolario. Para cualquier sistema de vectores z,, z.. z n « 

un apodo euclldeo se verifica la desigualdad 

G (**, . ... x¡, xi+t, • • •• ^ 

<£(*«. .*,)•(;(*,♦„ .. xj 

con la particularidad de que la Igualdad tiene lugar cuando, y sólo 

cuando, o bien los conjuntos de vectores x,. x, y x, + ,. x m 

son ortogonales o bien uno de loe conjuntos citados representa un sistema 
linealmente dependiente. 

La demostración M basa on uu análisis muy aencíllo de la fór¬ 
mula (35.4). Recordemos sólo lo siguiente. Si L, s L t . donde b„ L t 
son unos subespacios cualesquiera, entonces | ort ^x | < | ort t,x | 
pora todo vector x. Con ello, la Igualdad tiane lugar aólo en ol caso 
cuando x _L L t . 


Ejercicios. 


1. ¿Serán equivalentes lea problemas de la busqueds de laa descomposicio¬ 
nes (w.ll y la solución do los sistemas (98.2)? 

2. ;<W da la «loción dol sistema (1*8.2) . si el vector * no pertenece a la 
cápsula Uneal de los rectores x„ . . .. sJ 

3. ¿Cómo so representa la matnx de O rain (98.3), il: 


los rectora**,. ■ • 


cada uno de los rectores x,.x» es ortogonal a la izqnlorda (a la dore- 

cha) respecto do todos los rectores so tócele o tes (posteriores), 

cada uno do los vectores r„ ortogonal a la Ixqoierda (a la dere¬ 

cha)'respecto do todos los rectores posteriores (antecedentes), 

cada uno de los rectores r {M| . ... r m bí ortogonal a la itqftiorda (a la 
derecha) respecto de cade uno de los rectores x., . . ., xj? 

4. ¿Cómo varía la matriz de Grem cuando el sistema de rectores so eomote 
a las transformaciones elementales? 
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5. Demuestres* que si «o un «pecio bilineal métrico ordinario do la condi¬ 
ción (x, g) — 0 ae sigue siempre que (*, x) «= 0 , entonces el prodocto escalar 
«tó dado por cualquier forma bilinvaJ. simétrica o antialmétrica. 

6. ¿Será cierta la afirmecióa 5 pera un espacio bilioeal métrico hormi¬ 
lla oo? 

7. Sea G una matrii de Gran para cierta base en un «pedo bilioeal métri¬ 
co K h , regular bermitiano. Demuéstrese que pera el operador U con la rustrir 
ff- x G’ an la miama base te renfica la igualdad 

«/*. Ui) - (a. x). 

cualesquiera que sean loa vectores x i K a . 

8. Demuéstrese que pare cualquier operador lineal A que actúa en el espacio 
oudídeo o unitario A'„ la correlacióo 


* Mi¬ 
no dependo do toa vector** 




G(*i.*«) 

1 al producto do loa cuadrados 


no dependo do tos vectora* x,. . . .. x- y igual al 
d* módulos de lo* valoree propios d*l operador A. 

0. Demuéstrete qne para todo sistema li ocal mentí 
dwigúáídaj d * UD * P * el ° 0 ,m,Url0 7 {f>do veci 

« ! »■..»--■) 

<• ... Ol*|.‘ 


mt« de vectores 
r s* verifica la 


\ 99. Subespaelo* regulares 

Todo aubeapacio lineal L de K n 
puedo conaidcrarao como oipaclo bilineal métrico respecto dol mismo 
producto escalar que a* ha introducido en K..En el caso general, 
da la regularidad do K m no provicno la regularidad de y vlcovorsa. 

thohrma ni. Para qut en el etpano K n ¡tan regulares todos tus 
tubttpacioi, es necesario y suficiente que la forma cuadrática (x. x) no 
tenga vectores isótropos. 

demostración. necesidad Supongamos que en N n todos los 
subespacíos son regulares. Entonces, serán regulares también todos 
los subespacios unidimensionales. Poro las matrices de Grani paro 
loa vectores no nulos x coinciden con el producto escalar (x. x), el 
cual debo sor distinto de coro, puesto que los subespacios unidimen¬ 
sionales son regulares. 

suficiencia Supongamos que (x. x) 0 para lodo r?tO. Con¬ 
sideremos un subespacio cualquiera I. y una base en él x,. x„ . . . 
. . x m . Do conformidad con el teorema 98.1. el doterroinanto do 
Grom para esto sistema ea distinto de coro, es decir, el subespacio L 
es regular. 

corolario. Para que en un espacia bilineal métrico K a sean regula¬ 
res todos sus subespacios, es necesario y suficiente que todos tus subespa¬ 
cios unidimensionales sean regulares. 

corolario En cualquier espacio bilineal métrico ordinario complejo 
existen tubespacios degenerados unidimensionales. 
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Para demostrar esta afirmación es Suficiente recordar que en un 
espacio bilineal métrico ordinario complejo toda focena cuadrática 
tiene vectores isótropos. 

Cuando oua forma cuadrática tiene vectores isótropos, en el espa¬ 
cio bilineal métrico existirán tanto subespacios degenerados como 
regulares. Si la forma bilineal (x, y) es de rango r, está claro que no 
puede haber subespacios regulares cuya dimensión sea superior n r. 
Pero, los subespacios regulares de dimensión r existen. Como ejemplo 
podemos indicar el subespacio tendido sobre aquellos vectores de la 
base canónica, para los cuales la matriz de Gram coincide con la 
matriz M de (92.5). 

Diremos que el conjunto de vectores F de un espacio bilineal 
métrico K, es ortogonal a la derecha. a la Izquierda o simplomonte 
ortogonal ni conjunto de vectores G de AT„. si para cada par de vecto¬ 
res x, y, donde x 6 P, y 6 C. se cumple una relación análoga de orto- 
gonalidad. Está claro que la totalidad de lodos los vectores del espa¬ 
cio K h . ortogonales a la derecha (a la izquierda) respecto de endu 
uno do los voctores del conjunto F. es un subespacio. Se denomina 
complemento ortogonal a la derecha (a la izquierda) del conjunto F y 
se designa con P l ( l P). 

En los espacios euclídeo y unitario los subespacios • y Kg coin¬ 
ciden y su componen sólo da un vector nulo. En los espacios 1 >i li¬ 
neales métricos estos subespacios pueden ser diferentes y no os obli¬ 
gatorio que se compongan sólo de un vector nulo. Los iubespacios 
y A’<s se denominan subespacios nulos on AT,, izquierdo y doro- 
cho. respectivamente. 

Cabe notar que para todo conjunto de vectores F son siempre justas 
las inclusiones Kj¡ & F*. S l P, y para cualesquiora vectores 
de o Kk las matrices do Gram resultan nulas. 

teorema ni l.as dimensiones de los subespacios nulos Izquierdo y 
derecho coinciden y son iguales al defecto de la forma bilineal (x. y). 

demostración Elijamos en K „ una base x,, x t , . . x„. Tomo- 

mos un vector arbitrario x de Kj¡ y representémoslo en forma de una 
descomposición según la base, por analogía con (98.1). I«a condición 
do pertenencia del vector x al subeepacio K n os equivalente a las 
condiciones de ortogonalidad a la derecha del vector x respocto do 
cada uno de los vectores de la base. Pero estas condiciones conducon 
a la resolución del sistema homogéneo del tipo (98.2) con el fin de 
hallar loa coeficientes de la descomposición. Se sabe (véase § 48) 
que el conjunto de soluciones de dicho sistema es un subconjunto 
cuya dimensión es igual al defecto de la matria de Gram o, que os lo 
mismo, al defecto de la forma bilineal (x. y). La demostración para 
el subespacio nulo izquierdo se realiza de manera análoga. 

corolario Para que el espacio K, sea regular, es necesario y sufi¬ 
ciente que los subespactos derecho e Izquierdo se compongan sólo del 
vector nulo. 
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En loa espacios ene! ideo y unitario todo subespacio es ortogonal 
a su complemento ortogonal y determina la descomposición de todo 
ol espacio no sólo en una recta, sino incluso en la suma ortogonal do 
estos subespacios. En los espacios bilineales métricos no siempre 
tienen logar los hechos análogos. 

TEOREMA 99 j. Sea L un subespaclo en K n . Para que existan las 
descomposiciones 

K n -L + l l ~L+ x L, (99.1) 


es necesario y suficiente que el espacio L sea regular. 

demostración. NECESIDAD Supongamos que las descomposiciones 
(99.1) tienen lugar. Consideraremos L como un espacio bilineal mé¬ 
trico con ol mismo producto escalar que figuraba en K „ La intersec¬ 
ción L{\L± os el subespacio nulo derecho en L. Puesto que las 
auinas (99.1) son directas, este subespacio sólo contieno ol vector 
nulo. De acuerdo con el corolario del teorema 99.2. esto significa 
que el subespacio L es regular. 

suncirncia. Si el subespacio L es regular, entonces la intersec¬ 
ción Lf)L l contendrá sólo el vector nulo y resta por señalar que 
todo vector x É K* pueda ser representado en la forma x — u + i», 

donde u € £. v i L^. Elijamos en /. una base x,. x t .*«• Para 

quo exista la descomposición buscada x - u •+- v. es necesario y 
Suficiente que en L se encuontre tal voctor u que x — u sea ortogonal 
a ln derecha respecto de los vectores x„ x,.*,- Esta vet tam¬ 

bién obtenemos un sistema de ecuaciones algebraicas linéalos con la 
matriz de Gran» para detorminar los coeficientes de la descomposi¬ 
ción del vector u según los vectores x„ x,. x m . La roatrii cita¬ 

da os regular y el sistema tiene solución, es decir, el vector u existe. 

Desde luego, todo lo que hemos dicho respecto al subospacio L * es 
válido por completo para el subespacio ‘ L. 

corolario. Si un subespacio regular L tiene dimensión m, entonces 
la dimensión de los subespacios L~ y -L es igual a n—m. 

Con miras a demostrar esta afirmación resulta suficiente hacer 
uso de la igualdad (19.1) y recordar que la dimensión de los subespa¬ 
cios L fl L* y L fl A ¿ *• igual * cero. 

corolario. Si un subespacio regular L tiene dimensión máxima , 
entonces L l = . L L - K n . 

En efecto, sea r el rango de la forma bilineal (x, y). Como ya se 
ha observado, el subespacio L será de dimensión r. mientras quo los 
subespacios Kj¡ y tendrán la dimensión n—r. Pero los subespacios 
Kj¡ y -K n tienen también esta misma dimensión n — r. y, además, 
Kj¡ s L A . í K n s -L. Por eso. = L-. l K n - '-L. 

En cuanto a las descomposiciones del tipo (99.1) en sumas orto¬ 
gonales. cabe notar que del teorema 99.3 proviene el 
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corolario Sea L un subespacio regular de dimensión máxima. Las 
descomposiciones (99.1) serán ortogonales cuando, y sólo cuando, los 
subespacios nulos izquierdo y derecho coinciden. 

Efectivamente, si las descomposiciones (99.1) son ortogonales, 
entonces L ¡ es ortogonal a L no sólo a la derecha sino también a la 
izquiorda, es decir, L* £ *L. Por analogía, tenemos sL £ L±. Por 
consiguiente, L 1 = L l . El hecho deque L es de dimensión máxima 
significa que K\ — ¿JC.. En cambio, si los subespacios nulos coin¬ 
ciden, de aquf se infiere qoei 1 -= *L, es decir, los subespacios L l y 
1 L son ortogonales a ¿ tanto a la derecha como a la itquierda y las 
descomposiciones (98.5) son ortogonales. 

Ahora podemos dar la respuesta a la pregunta sobre la relación 
existente entra la descomposición (98.1) y la solución del sistema 

(98.2). Supongamos que los vectores x„ . . .. x m forman la baso de 
un subospacio rogular L. De acuerdo con el teorema 99.3. tienen lugnr 
las descomposiciones directas (99.1). Por ello, todo vector x dol espa¬ 
cio bilineal métrico K , puede ser representado de manera única en 
la forma x — u + *». donde u£ L, v £ ±L. Recordemos que el vector 
u se llama proyección del vector x sobre el subespacio L paralela¬ 
mente al subespacio *£. Si resolvemos el sistema de ecuaciones alge¬ 
braicas lineales (98.2) y componemos el vector 

u ■■ a»*, + a,x, > . .. + a„x m , (99.2) 

precisamente cate vector aeré la proyección do x aobre el subeapacio L 
paralelamente al aubespacio i L. Efectivamente, el vector u perte¬ 
nece a L. mientras quo la diforencia x — u, de conformidad con 

(98.2) . os ortogonal a la isquierda respecto de los vectoras x„ . . . 
. . x m . Por lo tanto, x — u pertenece a i L. Estf claro quo para 
proyectar ol vector x aobre el aubespacio L paralelamente a L 1 , ws 
necesario resolver el siguiente sistema 

®i (*n *•)+®a (x„ x,) +... + a m (x„ x m ) - (x„ x). 

«i (*■• *0 + <h (*» *») + • • • + «- (**• *■«) - (**. *)• (99.3) 

«i (*». *i)+ «s (**. *s) + • • • + ®- x «) - (**• *) 

y después calcular la proyección buscada según (99.2). En el caso 
de un espacio bilineal métrico hermitiano los coeficientes a; on 

(92.2) se sustituyen por a¡. 

Ejercicios. 

1. Describan» todos loa rebanados regular» do dlmenaión máxima. 

2. Demuéstrese qua para todo conjunto L tienen lugar las inclusiones 

L (£>), LS( l L, 

¿En qué casos se akanxan las igualdaón en astas tónnulae? 
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S. Demuéstrase que si L es uc subeepeeio regular de dimensión raéiima 
en el espacio entonces 

i tt¿> = <*¿)i - K,. 

4- Demuéstrele que si un producto escalar esti dado mediante una lonna 
billneal simétrica o ant i simé trica, entonces para cualquier conjunto F se veri¬ 
fica la igualdad F-i «= aF. 

5. ¿De qué modo están ligadas antre ai U descompoaidón (58.1) y la solu¬ 
ción dol sistema (98.2), si la matri» de Cram dal sistema *„ .. *„ » 

degenerada? 

6. ¿Pueda existir en un «pació regular una base compunta por los vectores 
Isótropos? 

7. ¿Quó puede decir** sobre un producto escalar, ai Iaj proyecciones sobre 
el auboapacio lijado L paralelamente i'lyLi coinciden pare todos loe vectores? 

8. ¿Quó puedo decirse sobre un producto escalar, ai las proyecclODM de un 
vector fijado sobre todos los subeepaclos l peralekmrnta a ~L y LA coinciden? 

9. Sea L un subnpacio regular del espacio billneal métrico hermltiano 
K n de rango r < n. Demuéstrase la equivalencia da laa siguientes afirmación»: 

•I subnpacio ¿L w de disensión n < r, 

•1 subespacio « de dimensión a — r, 
el subespacio L u de dimensión r. 
ios sub»pacios U y K¿ colneldóo, 
loe subespselo* AL y coincides, 

al subeapseio Al aa compone de loe vector» isótropo# y el vector nulo, 
•1 subespacio I.s se compone da los vector» isótropo* y el vector nulo, 
ol producto escalar ro el subespacio -L « igual a cero, 
el producto «Malar en el ¡>ub«pecio 1 1 « Igual a cero. 
tO. ¿Qué forma tendrá la matrir da Gram para laa basas compuesta* por 
las bas» de un subespacio rsgular L y un subespacio -¿(/.i)? 

f 100. Ortogonal Idad en las base» 

En los espacios bilinealea métri¬ 
cos las bases do son de igual paridad. Entro talos espacios hay algu¬ 
nos, para loa cnalea loa sistemas (98.2) so resuelven y se utilitan con 
una facilidad singular. Por ejemplo, an el caso en que la parto con- 
sidorablo do la matri* de Gram se compone de los elementos nulos. 
Según ol tipo quo tengan las matrices do Gram. consideraremos varias 
clases do bases en los espacios bilineales métricos. 

Las matrices más sencillas son diagonales. Las matrices diagona¬ 
les de Gram aparecen cuando, y sólo cuando, las bases se componon 
do vectores ortogonales dos a dos. Tales bases se denominarán orto¬ 
gonales. Un sistema de vectores que forman una base ortogonal en 
su cápsula lineal se llamará sistema ortogonal. • 

Las bases ortogonales pueden definirse de diferente modo. La 
definición mediante la ortogonalidad dos a dos no siempre es cómoda 
paro la comprobación, sobre todo en los casos en quo los vectores de 
la base se construyen sucesivamente, a partir del primero. Por eso, 
resulta a veces útil emplear la siguiente definición. 

Una base e lt e t , . . ., e„ se llama ortogonal, si coda uno de sus 
vectores es ortogonal a todas los vectores antecedentes. 
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La matriz de Gram para los vectores que satisfacen esta definición 
es diagonal, por lo cual ambas definiciones son equivalentes. General¬ 
mente, on la baso pueden haber taoto vectores no isótropos, como 
isótropos. Los vectores de una base ortogonal siempre pueden con¬ 
mutarse de modo tal que los vectores no isótropos vayan primoros 
y ios isótropos sean últimos. La forma diagonal de la matriz de 
Gram en esto caso queda, naturalmente, inalterable. 

No todo espacio bilineal métrico o espacio bilineal métrico her- 
mitiano tiene las bases ortogonales. Si oxiste aunque sea una sola 
baso ortogonal, esto es testimonio de que la matriz de la forma bili¬ 
neal ( i , y) es diagonal en la base dada. Por consiguiente, la matriz 
de la forma bilineal (x, y) en cualquier otra base debe ser congruente 
de la diagonal. Por supuesto, la afirmación inversa es también cierta. 
Por esto 

Para que en un espacio bilineal métrico o en un espacio bilineal 
métrico hermillano exista una base ortogonal, es necesario y suficiente 
que la matriz de la forma bilineal (x. y) sea congruente de la matriz 
diagonal. En este caso el con ¡unto de todas las bates ortogonales coincide, 
salvo la permutación de los vectores, con el conjunto de las bates canóni¬ 
cas de la forma •bilineal (x. y). 

Ahora, apoyándonos en las investigaciones efectuadas anterior¬ 
mente de las formas bilineales. podemos decir quo entre los espacios 
bilineales métricos ordinarios tienen bases ortogonales aquellos espa¬ 
cios y sólo aquellos en los que la forma bilineal básica (x. y) ea simétri¬ 
ca. Entre los espacios bilineales métricos hormitianos tienen bases 
ortogonales aquellos que cuentan con una forma bilineal básica 
(x, y) liermitiana o antihermitiana. como también con )a forma 
bilineal (x. y) que tiene la parte roal o imaginaria de signo constante 
do la forma cuadrática (x, x). 

Indiquemos ahora mismo una distinción de principio quo existo 
entra los espacios bilineales métricos con bases ortogonales, ordina¬ 
rios y herrailianos. En un espacio bilineal métrico ordinario K n 
la presencia da una base ortogonal lleva tras do al la simetría del 
producto escalar (x. y) y esto último asegura, a su vez, la existencia 
do una baso ortogonal en cualquier subespacio de K„. En un espacio 
bilineal métrico hermitiano. del hecho de que en el mismo existe una 
fiase ortogonal automáticamente no se desprende, en el caso general, 
la existencia do una base ortogonal en cualquiera de sus subespacios. 
No obstante, si el producto escalar está dado mediante una forma 
bilineal simétrica hermitiana o antisimétrica hermiliana, este coro¬ 
lario sigue siendo válido. 

Consideraremos una base ortogonal cualquiera e¡, e t , .... e n 
del espacio bilineal métrico K En osta base hay tantos vectores 
isótropos y tantos no isótropos cuales son el defecto y el rango, res¬ 
pectivamente, del espacio K A . Tomando en consideración la ley de 
inercia de las formas cuadráticas, concluimos que si la forma bilineal 
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(z, y) as simétrica r«al o simétrica hermitiaua. entoncas toda base 
ortogonal tendrá el mismo número de vectores con valores positivos 
y nogativos de las magnitudes («i, e,). Estos números son invariantes 
para todas las bases ortogonales en K A . Con arreglo a esto, hablare¬ 
mos del índice positivo y negativo, como también de la signatura de 
los espacios con la forma simétrica (x. y). En el caso do los espacios 
bilineales métricos con la forma asimétrica (x. y), se tratarán sólo 
el rango y el defecto de los espacios. 

Si ol espacio K„ es regular, cada base ortogonal e,, e„ . . e n 
está privada de vectores isótropos. En este caso para todo vector 
x 6 a„ es válida la descomposición 



Efectivamente, al multiplicar sucesiva y escalarmente la igualdad 
x ~ a,*, + a,*, + . .. + o,*» (100.2) 

o la derecha por los vectores a,. e t . ..a», obtendremos 


*/ 


-ifiití. 

(•i. •!) 


pura todo /. Los vectores de la base ortogonal en un espacio regular 

I iueden normaliiarse obteniéndose la baso ortonormalliada. Para 
a baso ortonorraalitada a,. a„ . . a. se cumplen las correlaciones 

l (*/> •») I — 1. cualquiera que sea /. 

En los espacios degenerados entre los vectores de cualquier baso 
habrá necesariamente vectores isótropos. Por esta ratón, la ropre- 
sontación (100.1) para la descomposición ( 100 . 2 ) de los vectores dol 
espacio ya no será válida. No obstante, en estos espacios también 
las busos ortogonales resultan ser bastante útiles. Como ojemplo de 
su empleo probemos que es lícito el 

teohema loa.i. Si en un espacio provisto de un produelo escalar 
estele una base ortogonal, los su bes pac ¡as nulos derecho t Itqulerdo coin¬ 
ciden. 

demostbACION Supongamos que en el espacio K A do rango r 

existe una base ortogonal e,. e t .e,. Convongamos en considerar 

que los vectores e,. e, son no isótropos, raiontras que a,*,. . . . 

. . ., e, son isótropos. Tomemos arbitrariamente un vector z 6 
y descompongámoslo do acuerdo con (100.2). Haciendo uso de la 
representación (100.2) y tomando en consideración la ortogonnlidad 

de la base c isotropía «le los vectores e r +, . e n . es fácil establccor 

que (x. «/) — (*,. x) = 0 para r<; ^ n. Por consiguiente, los 

vectores *,*,. e„ figuran simultáneamente tanto on el subes- 

pacío nulo derecho como en el nulo izquierdo. Pero los vectores 
e,+¡, . . e n son linealmeole independientes, como vectores de la 
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base, y su número equivale a la dimensión de los subespacios nulos, 
por lo cual ambos subespacios nulos coinciden. 

corolahio. Si en un espacio bilineal métrico el producto escalar 
viene dado por una forma bilineal simétrica o simétrica hermitlana, los 
subespacios nulos derecho e izquierdo coinciden. 

corolario En toda base ortogonal los vectores isótropos, y sólo ellos, 
forman una base del subespacio nulo común. 

corolario Si en un espacio provisto de un producto escalar existe 
una base ortogonal, el espacio puede ser descompuesto en una suma 
ortogonal de cualquier subespacio regular de dimensión máxima y un 
subespacio nulo. 

El último corolario significa, de hecho, que el estudio de cuales¬ 
quiera espacios degenerados con bases ortogonales se reduce al estu¬ 
dio por separado de los subcspacioa regulares con bases ortogonales 
y do los subespacios, donde el producto escalar as igual a cero. 

El conocer la base ortogonal en un espacio permite no sólo iudicar 
la base ortogonal en al subespacio regular de dimensión máxima, 
sino también obtener la descomposición explícita do la proyección 
ortogonal de cualquier vector sobre dicho subespacio según la baso 
ortogonal de éste. En efecto, sea flh. a„ . . e n una base ortogonal en 

K„, sean e,.ajos vectores no isótropos y ..a,. Isótropos. 

Designemos con L el subaspacio tendido sobra los vectores a,, . . ., a r . 
Esté claro que L es regular, tiene la dimensión máxima, IA — l L 
y, ariomés, 

K n = /, © IA. 

Todo vector x de K n puede ser representado unívocamente en 
forma do la suma z ■> u + v, donde u £ L,v £ L*. Aquí, u se llama 
proyección ortogonal izquierda del vector x sobre ol subespacio /., 
mientras que i>, perpendicular izquierda a dicho subespacio. Escriba¬ 
mos paro x la descomposición (100.2) según la base t,, e„ . . e n . 
La fórmula (100.1) ya no os válida. No obstante, conviene notar quo 
los primeros r sumandos en ( 100 . 2 ) forman el vector u y los últimos 
n — r sumandos, el vector t>. Al multiplicar la igualdad (100.2) 
sucesiva y oscalarmente a la derecha por a,.e„ llegamos a que 




La proyección v del vector x sobre el subespacio nulo se determina de 
una manera más simple 


v=x-y .&’*/> 


^ («J. •,) *'• 

Lo único que no se puede hacer ahora es hallar la descomposición 
del vector v según los vectores a, +1 ,. . ., e n , haciendo uso del producto 
escalar, pese a que la propia descomposición existe. 




100. ORTOGONALIDAD EX LAS BASBS 


Como ya se ha dicho, las bases ortogonales existen no en todo 
espacio bllineal métrico o espacio bilineal métrico hermitiano. Esta 
circunstancia nos obliga a buscar otras clases de las bases que sean 
más cómodas desde el punto de vista del producto escalar prefijado 
en ol espacio. La solución se dictó por la expresión canónica pare la 
matriz de la forma bilineal. 

La base e„ a,.a, se denomina seudoortogonal, si cada uno do 

sus vectores as ortogonal a la izquierda respecto de todos los vectores 
antecedentes y cada uno de sus vectores isótropos es ortogonal a la 
izquierda respecto de todos los vectores de la base. Un sistema do 
voctores que forman la base seudoortogonal on su cápsula lineal se 
llamará seudoortogonal. 

Hemos de notar que en la definición dada la ortogonalidad de 
loa voctores a la izquierda respecto de todos los anteriores puede 
sustituirse por la ortogonalidad de los vectores a la derecha respecto 
de todos los vectores posteriores. Esto determina las mismas con¬ 
diciones. 

La matriz de Gram para los vectores de una base seudoortogonal 
es trapezoidal dorocha. Si loa vectores do la base se pormutan do modo 
tal que los vectores no isótropos vayan primeros y los isótropos sean 
últimos, entonces la matriz de Gram no »61o queda trapezoidal 
dorecha, sino adquioro. además, la expresión canónica (92.5). Las 
invostigacionos realizadas anteriormente, referentes a la reducción 
do la matriz de uno formo bilineal a la expresión canónica, nos pro¬ 
porcionan la respuesta completó a la preguntó sobre las condiciones 
«le ex late ocla de una base seudoortogonal. 

La base seudoortogonal existe en cualquier espacio bilineal métrico 
hermitiano, como también en todo espacio bilineal métrico ordinario, 
a excepción de los espacios con la forma bilineal antlstmétrica (x, y). 
El conjunto de todas las basa ssudoortogonales coincide, salvo la permu¬ 
tación de los vectores, con el conjunto de las bases canónicas de la forma 
bilineal (x, y). 

Toda baso ortogonal os seudoortogonal. En un espacio bilineal 
métrico ordinario no pueden existir a la vez una base ortogonal y una 
seudoortogonal que no sea ortogonal. Esto se debo a quo la existencia 
de aunque soa una sola base ortogonal lleva trás do sí la simetría do 
todos las matrices de Gram. La matriz trapezoidal derecha puedo 
ser simétrica sólo en el caso, si es diagonal. En un espacio bilinoal 
métrico hermitiano pueden existir simultáneamente una base orto¬ 
gonal y una seudoortogonal que no sea ortogonal. Esto significa que 
la matriz compleja trapezoidal derecha puede ser congruoDte según 
Hermito de la matriz diagonal, lo que so confirma también por el 
ejemplo (92.8). 

Si el espacio K n es regular, toda base seudoortogonal no tiene 
vectores isótropos, puesto que la matriz trapezoidal derecha puede 
ser regular sólo en el caso cuando respresenta en sf una raalriz trian- 
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guiar derecha con elementos diagonales no nulos. En un espacio 
regular para los coeficientes a¡ de la descomposición (100.2) del vector 
x según los vectores de la base seudoortogonal e t .e t ,. . ..e r . obtenemos 
un sistema de ecuaciones algebraicas lineales con una matriz trian¬ 
gular izquierda. En efecto, multiplicando sucesivamente la igualdad 

(100.2) a la derecha por e„ e t .e„. encontramos que 

o. (*|> *|) «(*. *t) 

('i-'J “(*•*«> ,,oo.3) 

a.(«i.'.) + ",(«„ f.)r -r«.)-(*. '„)• 

De aquí determinamos sucesivamente o,, a,, .... o.. Por supuesto 
on el espacio regular se puede normalizar los’, vectores de lo base 
seudoortogonal y de este modo obtener la basa wudoortoaormalizada, 
para la cual | ( e e¡) | — 1, cualquiera que sea /'. 

Cabe notar que el proceso de resolución del sistema (100.3) da 
mucho más que simplemente la descomposición del vector x según 

la basa seudoortonortnallzada e, .e«. Podemos calcular do 

paso, sin esfuerzos adicionales, todos los vectores 

Vk - «i». + «t*» + ... + «!**• 

Los vectores u* forman una aucesión de proyecciones de un mismo 
vector i sobre los subespacios encajados uno dentro del otro 

¿a. 

donde /.* es la cápsula lineal de loa vectores e., e,.e». SI con¬ 

sideramos u» como “aproximación" a la solución x. la ortogonulidad 
a In izquierda del "error" ~ x — x» respecto del subespacio 1 . k 
significa on realidad la ortogonalidad de a la izquierda respecto do 

u,, u,. ii». Todas estas cuestiones las tocaremos de nuevo más 

adelante. 

Si ol espacio K„ es degenerado, entonces, en el caso general, la 
existencia de una base seudoortogonal no sirve de garantía para quo 
coincidan los subespacios nulos derecho e izquierdo y. por tanto, no 
so puedo esperar que el espacio se descomponga en la suma ortogonal 
do sus subespacios. Pero el saber la base «eudoortogonol permite cons¬ 
truir con eficacia la descomposición del espacio en la suma directa 

(99.1). 

Supongamos que en el espacio K H de rango r existe una base seudo- 
ortogonal # s . . . ., e n . Convengamos en considerar que los vectores 

e„ . . ., t, son no isótropos, mientras que e f +,. e„ son vectores 

isótropos. En la base soudoortogonal los vectores isótropos son orto¬ 
gonales a la izquierda respecto a todos los vectores de la base y. 
consecuentemente, ortogonales a la izquierda a todos los vectores del 
espacio /C„. Pero esto significa que los vectores isótropos de la base 
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seudoortogonal forman una base del subespacio nulo izquierdo L K U . 
Designemos con L la cápsula lineal de los vectores e,, . . e,. De 

acuerdo con el corolario segundo del teorema 99.3. 

A 1 . - L + = L + A/f,. 

con la particularidad de que para ambos subespacios l> y ‘A', las 
bases son conocidas. Para el subespacio L la base e,. *erá 

aeudoortogonal. 

Así pues, el estudio de todos los espacios degenerados con una 
base aeudoortogonal se reduce al estudio conjunto de los aubospacios 
regulares con una base seudoortogonal y los subespacios, dondo el 
producto escalar es igual a cero. 

Todo vector de K „ puede ser representado de modo único en forma 
do la suma x »• u + i», donde u(¿, v £ Si para el vector z 
escribimos la descomposición ( 100 . 2 ), con miras a determinar los 
coeficientes a,, obtendremos otra ve* el sistema del tipo (100.3), 
poro ya no con una matrii triangular izquierda regular, sino con una 
matriz trapezoidal izquierda. No obstante, haciendo uso de este 

sistema, se puedon determinar los primeros coeficientes o,. a, 

y llegamos a que 

u - a,e, + «h#, + ... + *¿ r . 

es decir, la proyección del vector x sobre el subespacio L se halla 
por completo, si sólo se sabe la base seudoortogonal en L. Nuevamen¬ 
te p •" x — u, y tampoco podemos hallar la descomposición del vectoi 
v sogún los vectores e,+i.a., recurriendo al producto escalar. 

La baso seudoortogonal es un tipo bastante general de baso, 
puesto que existe casi en todos loa espacios. Como ya sabemos, no 
existe sólo en los espacios bilinealea métricos ordinarios con la forma 
antisiinétríca (x. p). Para éstos últimos espacios el tipo más cómodo 
de ln base es evidente y es. por supuesto, la baae canónica de la inntrii 
de Grani. Hablando en general, se puede introducir un Upo de ln base 
que cubra todos los tipos de base considerados arriba y que exista 
en cualquier espacio dotado de un producto escalar. Sin embargo, 
esta introducción ofrece pocos bechos nuevos y por ahora no nos 
detendremos en este problema. 

Además de una base con tales o cuales, reí aciones de ortogonalidad 
entro sus vectores, nos encontraremos a veces con los pares de bases 
análogas. 

Una base /,. /,./* se llama base dual izquierda {derecha) para 

la baso e„ e, . e*. si (/,, e,) = 0 ((*/. /,) — 0) paré i =£ J, y, en 

este caso. If,, e¡) l{e,. /,)) es igual a 1 ó 0 para cualquier valor de i. 

Una base /,. . .. /, se llama seudodual ¡pierda (derecha) 

pora la base e x . e, . .. si {/„ e,) - 0 ((e,. /,) - 0) para todo 
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i < i cuando (/„ e,) *= 1 ((*„ /,) = i) y para lodo / cuando (f h e,) = 

- 0 ((«„ /,) - 0 ). 

Es fácil ver que la matriz de la forma bilineal (x. y) on un par 
de bases duales es diagonal y en un par de bases seudoduales, trape¬ 
zoidal derecha (izquierda). Las cuestiones de existencia y construcción 
do las bases duales y sendoduales están ostrechamento relacionadas 
con las transformaciones equivalentes (91.4) de la matriz de la forma 
bílinaal (x, y), como también con la descomposición de dicha matriz 
en factores. Recurriremos a la investigación detallada de las basos 
de tal tipo sólo cuando sea necesario. Aqui nos limitaremos sólo 
a una breve exposición de las cuestiones citadas. 

tkorema I00.X En tofo espacio regular cada base tiene las bases 
duales derecha s Ixauierda y éstas son únicas. 

okmostracion Consideremos una base #„ e„ . . en el espacio 
regular K„ y soa G. la matriz de la forma bilineal (x, y) en dicha 
base. Sogún (91.4), ol problema de búsquoda da la base dual izquierda 
(derocha) para a,, e t . . . ., e % es equivalente a la dofinición do la 
matriz P (Q), para la cual P’G, (fljQ) aerá una matriz unidad. Enton¬ 
ces, P (#) aerá una matriz de la transformación do coordenadas al 

pasar de la baae *„ e t .a. a una base dual. Puostó quo ol espacio 

es regular, la matriz G, también aerá regular y existo la única solu¬ 
ción: p - G;' <Q - g;'). 

corolario. En todo espacio regular cualquier base tiene las bases 
duales izquierda y derecha. 

Efectivamente, cada basa dual isquiorda (dorccha) es a la voz 
una baso seudodual izquierda (derecha). 

Tomando en conaidoración la expresión para la matriz de la 
forma bilineal íx, y), es fácil establecer quo ai on un espacio regular 
nt> pasa de una base dual izquierda (derecha) e otra baso quo cuenta 
con una matriz triangular izquierda de le transformación de coorde¬ 
nadas cuyos elementos diagonales son unidades, ontoncos la baso 
nueva aerá seudodual izquierda (derecha). 


Ejercicios. 


t. Sea simétrico un producto «celar. En el caao do les bases no ortogonales 
án (|, invariantes del número de * 


vectoras que Uei 


Ja» An v„ « a , ...,#„ invariantes del número ee voctores 
naloa, punta. y uptin, d. U> aapHadu (n. «.)! 

2. ¿De qué modo « puede convertir un «pació lineal complejo o real en 
un espacio bilioMl métrico dotado de un prodocto escalar si mí trico en ol cual 
so han prefijado el rango y la signatura? 

3. La baso ortogonal on un «pació regular no tiene vectores Isótropos. 
¿Podrá exlatir en tai espacio una base de loe vectores isótropos? 

4. Demuéstrese que una proyección ortogonal y una perpendicular, siendo 
funciones de los vectores da un «pació bilineal métrico, son operadores lineales. 

5. ¿Qué forma tiene la matriz de Grem pare una base saudoorto fonal, si 
los subespacio* nulos derecho • izquierdo OMacidan? 
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6. Dcmufjire» que «a todo nytcto bilineaí métrico ordinario o heraiitiono 
existe una base en U cual la malnz de Gram es triangular celular derecha cuyas 
células en la diagonal son de primero j segundo órdenes. 

7. ¿De qué modo se hallan los coeficientes de la descomposición de un 
vector según la base, para la cual se conoce alguna base dual o seudodual? 

8. Demuéstrese que en un espacio regular la malrit de la transformación 
de coordenadas al pasar de una base, seudodual respecto do la dada, a cualquier 
otra baso geudodual de la misma denominación as triangular liquierda. 

§ 101. Operadores y formas bil incales 

Si en un espacio bilí ocal métrico 
ordinario o hermitiano actúa un operador lineal, entonces, desde 
luego, todos los resultados obtenidos anteriormente respecto do los 
operadores on un espacio real o complejo siguen siendo válidos. Por 
oso estudiaremos aquí sólo propiedades adicionales de los oporadores 
relacionad as pon la presencia en el espacio de un producto escalar. 

Uno de loe objetos más importantes es ol operador conjugado. En 
los espacios euclídoo y unitario el operador conjugado se introducía 
medíanlo un producto escalar, mas en la investigación de sus pro- 
piodndos »e usaba ampliamente el hecho do existencia en ol espacio 
de una base ortonorm.il izada. Ahora no podemos seguir este camino, 
pues en un espacio bilineaí métrico general puede no habor nin¬ 
guna base ortogonal. Nuestras investigaciones se realizarán en un 
espacio bllinaal métrico hermitiano. Los cambios pira ol espacio 
bilineaí métrico ordinario son muy simples. 

Un operador A* (*A) que actúa en el espacio biHneal métrico 
hermitiano K n se llama conjugado derecho (ttquierdo) para el operador 
A que actúo on K n , si pira cualesquiera vectores x, y £ K k ae verifica 
la Igualdad 

(Ax, y) - (x, A»y) ((r, Ay) = (Mx, y)). (101.1) 

Tomemos una base arbitraria e¡, e„ . . e„ en K n y sea G. la ma¬ 
triz de Grara para dicha base. Designemos ron A «la matriz dol opera¬ 
dor A en la baso e t .e, y mediante A* y • A„ las matrices <je 

los operadores A* y *A. siempre que existan. 

teorema toi.i. Para todo operador lineal A que actúa en un espacio 
bilineaí métrico hermitiano regular existen los únicos operadores con¬ 
jugados A* y • A. con la particularidad de que 

a;-g:'á/!„ 'A.=c;'Áfi,. ( 101 . 2 ) 

demostración* Sí el operador A* existe, entonces, con arreglo a 
Ib fórmula ( 101 . 1 ) y teniendo eo cuenta las anotaciones metricialca 
del tipo (61.2), (91.7). resulta 

(Ai, H)~(Al):G,y,^i,(AX,)s„ 

(*. 4-y) = l‘fi, MV).-xKG^Ü) i,. 
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Los segundos miembros de estas correlaciones deben coincidir para 
todos los vectores x„ y„ por lo cual A'fi, = G¿4?, de donde so 
desprende la primera igualdad de (101.2). Por analogía, 

(x, Ay) - ¿fi, (Ay). - x‘, (G. A.) y„ 

(•A*. y) = CAxK G,y, «= x¿ (*Atf ,) y. 


y, por eso. G¿Á. = *A’jG, y obtenemos la segunda igualdad (101.2). 

Las igualdades (101.2) significan que si los operadores conjugados 
oxisten, son únicos. Ahora convengamos en considerar estas igualda¬ 
des como forma para definir los oporadores conjugados derecho e 
izquierdo. Es fácil comprobar inmediatamente que los operadores 
construidos de tal modo son lineales y satisfacen las correlaciones 
( 101 . 1 ). 

corolario Si una forma blllneal hermlllana (x. y) es simétrica o 
antlstmé trica. los operadora confutados derecho e tiqulerdo coinciden. 

En efecto, en oetos casos las igualdades G, — ±S¿ so verifican, 

cualquiera que sea la base e,.f„. En concordancia con 

(1CH.2), concluimos quo A? — # A,. 

Do este corolario se deduce que los operadores conjugados derecho 
o izquierdo coinciden en un espacio unitario Se puede establecer 
también esle hecho de otro modo Si en un espacio unitario tomamos 
lo buso ortonormalizada e ,. . .. para ésta tiene lugar la igual¬ 
dad G. — E y obtenemos las igualdades bien conocidas A* ■* 

- *A. - a ;. 

Los operadores conjugados están ligados con el operador A por 
unas correlaciones determinadas. Demos a conocer algunas de ellas, 
por ejemplo, para el operador conjugado derecho: 

(A 4 Bf-A m + B*. 


(aA)*-SA*. (4**)-*M*. (AVIA*»)*- (101-3) 

Para el operador conjugado izquierdo las correlacione» eon análogas. 
Todas las correlaciones se demuestran siguiendo el mismo esquema, 
empleándose las representaciones ( 101 . 2 ) para las matrices de los 
operadores conjugados. Por esto nuestro intento es sólo demostrar 
la validez do la última propiedad Se tiene 


(MI)" 1 =C;' (ÍT («■)-■=c;‘ (*■)' 5,.(ÍT. 

Comparendo las fórmulas (75.4). (101.3) se puede advertir la 
ausencia on (101.3) del análogo de la primera correspondencia (75.4). 
Ahora dicha correspondencia tiene la forma: 

(M)* ~ •(**) = *• 


(101.4) 
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Con el objeto de demostrar que es verídico, recurrimos otra vez a 
las representaciones (101.2) y obtenemos 

(*».)* -G;'rX)'G. = 5¿‘ IG.'Áx'.y 5 ,- 5;'5¿&VG .- A., 
’W) - o;'’(Air g; - c; '' (g;'áx,)g; = g;'g;a/;;''g: = x.. 

es decir, las correlaciones (101.4) son realmente justas. 

teorema ion Si en un espacio biUneal métrico hermi llano regu¬ 
lar el operador A tiene en cierta base la matriz J, entonces en la base 
dual derecha (Izquierda) el operador A* (M) cuenta con la matriz J 9 . 

DEMOSTRACION Supongamos que el operador A tiene una inatris 
/ en la basee,,*,,. . . e n . Examinémosla base dual derecha... 
; . ., /„. Designemos mediante G„ G, y G t . — E las matrices do la 
íorma bilineal (x, y) en las bases correspondientes. Si P es la matriz 
de la transformación de coordenadas, al pasar de la primera lioso a 
la segunda, resulta 

c.= g„p-<-p>. c,-rc.,-p\ 

y luego, al tomar en consideración (63.7). (101.2), obtenemos 

Al - ój'Áfi, - 2 ¡• (p-'jpy Sf - Sj'Gj'ft'G, - y*. 

En cambio, si ei operador A tiene la matriz y en la baso /.. /../„. 

entonce*, para dicha base, la base e t .e„ será dual Izquierda 

y ahora tenemos 

'A, - g; 1 a‘jg\ - g ; 1 (Pa,P') • g ; - g; 1 gJ'g; 1 '<?;=y*. 

El teorema demostrado es de la misma significación al investigar 
los o poro do res conjugados en espacios bilinehTes métricos borní ¡lis nos 
que ol teorema 75.2 en los espacios unitarios. En particular, de este 
teorema so infiere que los operadores conjugados derecho e izquierdo 
A y A poseen los mismos valores propios complejo* conjugados 
respecto de loa valores propios del operador A y que los operadores 
conjugados derecho e izquierdo A 9 y 9 A son de estructura simple, 
siempre que tenga la misma estructura el operador A. etc. 

Además del producto escalar (x. y), en un espacio bilineal métrico 
ncrnutiano pueden definirse también otras formas biJineales herrai- 
tianas. Considera remos, por ejemplo, las funciones del tipo (Ax, y) 
y (x, Ay), donde A es un operador lineal arbitrario. No es difícil 
convencerse de que estas funciones son unas formas bilineales hermi- 
tianas. En cualquier espacio regular K„ los diferentes operadores 
definen formas distintas. En efecto, si A, B son operadores diferen¬ 
tes, por lo menos para un solo vector x se verifica la desigualdad 
Ax ge= Bz. Supongamos que para todo y £ K n se verifica la igualdad 
(Ax. y) — ( Bx. y). De aquí se desprende que ((A — B) x. u) = 0 
para todo y € A*, es decir. (A - B) x 6 - A». Pero, en un espacio 
21* 
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regular el subespacio -K m sólo se compone del vector nulo y, por 
eso, Ax = Bx. 

teorema 141 . 3 . En un espacio bilineal métrico hermiiiano regular 
K n cualquier forma bllineal hermltiana q (r, y) puede ser representada 
de un modo único como la expresión 

¥ (*. y) - (**. >) - <*• By), 

donde A, B son ciertos operadores lineales que actúan en K n . 

demostración. Elijamos en el espacio K „ una base e,, e t . «* 

y sea G, la matriz de Gram en dicha base y O,, la matriz de la forma 
¥ (x, y). Tenemos 

¥ (*. y) * *&>#• - xid'.cr'c.F, - _ 

- (tr p w c¿. - ¿fifi-, - ag. 

Ahora las matrices A t , B 0 de los operadores buscados se determinan 
medíanlo las igualdades 

A, - B, - S;“F # . (101.5) 


La unicidad de los operadores A, B m ha demostrado antos. 

Un operador conjugado se define en términos del producto escalar. 
Por esto, ai en un espacio lineal so introducen productos escolares 
diferentes, ontonces un mismo operador lineal tendré diferentes 
operadores conjugados. Supongamos que en un espacio lineal, junto 
con el producto escalar prefijado por la forma bilineal (x, y), so intro- 
duceu, adoraés, unos productos escalares prefijados mediante las 
formas (Afx. y), (x. My). Indiquemos con M. al poner esto índico 
abajo a la izquierda (a la derecha), los operadores conjugados referen¬ 
tes al producto escalar (Afx. y) ((x, My)). 

teorema ioi.a. Para cualquier operador A y un operador regular M 
tienen lugar las correlaciones 


U A* — {MAM’ 1 ) 9 , ¿A-M*?A)M. 
Ais - M m% A*M, M* - * (MAÉT*). 


( 101 . 0 ) 


DEMOSTRACION. Elijamos una base cualquiera e s . .... e„ 
y ¿onn G t y M, las matrices da la forma bilineal (x. y) y del operador 
M en esta baso, respectivamente. De acuerdo con (101.5), la matriz 
de la forma bilineal ( Mx , y) es igual a M'G t . Ahora, d« conformidad 
con (101.2) encontramos 

„a :=í (üTSit - cr * 1 g, = 


-cr' g. - (mam-'):, 

¿a, = (M(G.r'Ái(M'G.y - m:-'g; v ax:m = 

= m;' (g;'á,g',)m,=m;' ca.) m,. 
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Las igualdades matricules obtenidas demuestran la validez del 
primor grupo de igualdades operacionales (101.6). El segundo grupo 
se desprende evidentemente del primero, si se toman en consideración 
la igualdad (z, Afg) = (*A/z, y) y las correlaciones (101.2). 

En un espacio bilineal métrico hermitiano se consideran diferen¬ 
tes tipos do los operadores. El operador A se llama hermitiano o 
autoconjugado, si para cualesquiera z, y £ K n 
(Ax, y) - (z. Ay). 
y antlhermitiano o anticonjugado, si 

(Ax. y) - - (z. Ay). 

De aqui provienen las igualdades respectivas 

A-A*- 9 A, A - —A* - -M. 

El operador A se denomina Isomérico, si para cualesquiera x, y £ K n 
so tiene 

(Ax. Ay) - (z. p). 

Esto nos conduce a las igualdades 

•AA - A*A. 

En un espacio bilineal métrico ordinario los análogos de Ion 
oporadoms hermitiano y antihermitiano se llaman simétrico y antisi- 
métrico, respectivamente. En lo que sigue nos encontraremos más do 
unH vez con los operadores que se definen mediante la igualdad 
A» - oE f p A (101.7) 

para ciertos númoros a. p. 

No todas las propiedades de los operadores del tipo especial, ni 
mucho menos, se pueden transferir de un espacio unitario a un espacio 
bilineal métrico hermitiano. aunque tienon algo en común. Aqui 
pasamos por alto las investigaciones de todas estas cuestiones. 

Ejercidos. 

1. ¿De qué modo fetén ligados entre «i loe polinomios cerseterietico* de 
los operadores A. A*. 

2. Supongamos que el subespacio L es inferiente respecto dol operador A. 
Demuéstrese que el subespacio ¿a (xL) es invariante respecto del operador 

3. Demuéstrase que cualauier vector propio del operador A, correspondiente 
el valor propio X. ce ortogonal a la izquierda (a la derecha) a todo vector propio 
del operador A* CA) que corresponde al valor'propio p •/> X. 

é. Demuéstrese que cualquier vector radical del operador A. correspon¬ 
diente al valor propio X. es ortogonal a la irquierda (a la derecha) a todo vector 
radical del operador A m (*A) que corresponde a) valor propio p ^ E 

5. Demuéstrese que los valores propios de un operador hermitiano (anti- 
bennitiano). correspondientes a los vectores propios no isótropos, son reales 
¿imaginarios puros). 
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6. Demuéstrese que los módulos de los valores propios de un operador iso- 
métnco. correspondientes a los vectores propios no isótropos. »n igual® a le 
unidad. 

7. Supongamos quo en na espacio regular el producto escalar es simétrico 
según Hermite. Demuéstrese que ai el operador A es hermiljano (aolihermltlano), 
entóneos la forma bilioeal (Ax. p) es simétrica fantisimótrica) según Hermite. 

8* Supongamos que en ua wpecio regular el producto escalar es simétrico 
según Hermite. Demuéstrese que si la forma bilineal (Ax, p) « «métrica ianti- 
simétrica) según Hermila, si operador A es hermitiano (anUharmitiano). 

9. ¿De qué modo cambian las afiraacionas de los ejercicios 7. 8. al el 
producto escalar es antisimétrico según Hermite 1 

10. Demuéstrese que si el operador A. que satisface la condición (101.7), 
tiene por lo menos dos valores propios distinto,, entonce» | 0 | - I 


5 102. Isomorílsmo bilineal métrico 

Al Investigar loa espacios euclí- 
deos y unitarios hemos demostrado quo existe, salvo un isomorfisnjo, 
un solo ospacio de cada dimensión n. Para los espacios bilineak* 
métricos las cosas resultan ser más complejas. 

introduzcamos el concepto de isomorfistno. Diremos quo los 
espacios ordinarios o bUincales métricos hermitianos sobre un 
mismo campo numérico son Uomorfot, si son isomorfos como espacios 
linoalos, con la particularidad de que los producios escalaros de los 
paros do vectores correspondientes son iguales entre sí. 

Do esta definición se deduce que en los espacios isomoríos las 
métricos de Gram de los sistemas de vectores correspondientes coin¬ 
ciden. La afirmación recíproca es también justa. Si on los espacios 
bilinealos métricos sobre un campo numérico común oxiston bases 
con métricos de Gram coincidentes, estos espacios son Isomorfos. 
Efectivamente, el establecer le correspondencia entre las bares con 
métricos iguales de Gram. aseguramos la coincidencia de los pro¬ 
ductos escalares para cualesquiera pares de vectores do los bases y, 
consecuente monte, pera cualesquiera pares do vectores. 

teorema ios.1. Los espacios biUneales métricos ordinarios ( hermt- 
¡¡añosos) sobre un mismo campo numérico son isomorfos, si y sólo si, las 
matrices de Gram de las bases arbitrarias de estos espacios son congruentes 
(congruentes según Hermite). 

demostración, necesidao. Los matrices de Gram de todas las 
bases de un mismo espacio son congruentes, y coinciden en las bases 
correspondientes de unos espacios diferentes. Por ser transitiva la 
relación de congruencia, las matrices de Gram para las bases arbitra¬ 
rias de los espacios isomorfos serán congruentes. 

suficiencia. Si las matrices de Gram para las bases arbitrarias do 
los espacios brlineales métricos son congruentes, existen en diferen¬ 
tes espacios unas bases, donde las matrices de Gram coinciden. Mas, 
en este caso los espacios son isomorfos. 
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El teorema demostrado dice que el problema de clasificación de 
los espacios bilineales métricos es equivalente al problema de clasi¬ 
ficación de las formas bilineales. salvo la congruencia. Examinaremos 
algunas clases de los espacios bilineales métricos. 

Un espacio bilineal métrico real K , se llama seudoeuclldiano. si 
el producto escalar viene dado por una forma bilineal simétrica 
regular. 

Para una base arbitraria de un espacio seudoeucl¡diano la matriz 
de Gram es real simétrica y, como ya sabemos, congruente de la 
matriz diagonal con los elemento» ±1. Esto significa que en todo 
espacio soudoouclidiano exista una base en la que el producto escalar 
{r. p) de los vector** *. y, cuyas coordenadas son i. >' *h. • • • 

. . .. ti,, se da mediante la fórmula 

Cr. V) - SiH» + . . . + fcjTL — la+iib+i "•••“ t-'V- 
Los espacios seudoeuclidianos se determinan, salvo un isomorfismo, 
por sus dos características la dimensión y la signatura, los indicas 
positivo y negativo, etc Entre los espacios soudoeuclidinnos os de 
mayor intorés para la física un espacio cuadridimeusional de indica 
positivo Igual a uno. Este es el asi llamado espacio de Aíínkotakl. 
Represento en si un aspado de sucesos de la teoría especial do la 
relatividad. 

Un espacio bilineal métrico real K n se denomina timplicial, ai 
el producto escalar viono dado por una forma bilinaal aniisimétrica 
regular. 

La matriz do Gram para cualquier espacio aimplicial es antíai- 
métrica y, debido a esta circunstancia, es congruento de la matriz 
celular diagonal con células del tipo (_°‘).Por esta ratón la 
dimensión de un espacio simplicial es siempre par y oxiste, salvo 
un i.somorfisino. un solo espacio Simplicia! de dimensión par prefijada. 
En tal ospacio existe una base en la que el producto escalar do los 

vectores i, y con las coordenadas 5 ,.y ^li. • • •• q B os do la 

orina 

(x. V) - tas — l»n* + • • • + ~ 

Un espacio bilineal métrico complejo K„ M llama etulidiano 
comple/o, si el producto escalar viene dado por una forma bilineal 
simétrica regular. 

Para cualquier base la matriz de Gram es simétrica compleja y 
congruente de la matriz unidad. Existe, salvo un isomorfismo, un 
solo espacio euclídiano complejo de cada dimensión. En todo espacio 
euclidiano complejo existe una base en la que el producto escalar de 
los vectores r. y es de la forma 

u. a) = 5,<i, + Sil, +... + fc,n.. 
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Un espacio bilineal métrico hermitiano complejo se denomina seudo- 
unitarlo, si el producto escalar viene dado por una forma bilineal 
simétrica hermitiana regular. 

La matriz de Gram para lodo espacio seudounitario es hermitiana. 
Es congruente según Hermite de la matriz diagonal real con los ele¬ 
mentos ±1. Por esta razón, existe siempre una base en la que el 
producto escalar de los vectores x. y tiene por expresión 

{*. y) - 5.ñi -r • • • 4 2.ñ* - -... - Uñ.. 

donde .y q,.«U son las coordenadas de los vectores 

x, y. Esta vez tambiéo, un espacio seudounitario se determina uní¬ 
vocamente. salvo un isomorfismo. mediante dos características 
suyas: la dimensión y la signatura. los índices positivo y negativo, 
etc. 


Ejercicios 

t. Demuestre** que en loa «pecio* lsoaorfos, a las base* ortogonales (seu- 
doorlogonilM, duales, seudoduelM) lea cocmponden unas basa* ortogonales 
(aoudoortogonalee, dual», seudoduelr*). 

2. Deinuéitreae qna en los «pecios Isomorfo», ■ los subespacios regularos 
les corr«ponden unos *ubc*n*clo# roxuJare*- 

8. Domuéslroee que en los «pacto* isomorfo* una perpendicular > uua 
proyección pasao a ser una perpendicular y una proyección, respectivamente. 

4. Demuéstrese que eo loe «pecio» uonorfoi lo» determlnanl» de Gram 
de los «Isleñas correspondiente* de vectores son iguales. 
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§ 103. Proceso» de ortogonalización 

Uno de los conceptos más im¬ 
portante» relacionados con cualquier espacio bilineal métrico es ol 
do ortogonalización. Ya nos convencimos más de una vez cuán im¬ 
portante es el papel que desempeñan los sistemas ortogonales do 
vectores y sobre todo las bases ortogonales en el estudio do los espacios 
euclldianos y unitarios. No es menor el papel que las base» con vec¬ 
tores ortogonales desempeñan en otros espacio». No obstante, lo 
mayor parte de nuestros razonamientos ha sido asociada hasta ahora 
con la demostración de la existencia de tales sistemas y no con los 
procesos do su construcción. Cierta excepción representa solamente 
ol método general de le transformación de motrlcea de las formas 
bilí nenies a la forma canónica y la construcción de las bases canónicas 
vinculada con la transformación citada. F.n vista de que lo» sistemas 
ortogonolos, seudoortogonales y otros análogos son muy esenciales 
en la construcción do los más diversos algoritmos do cálculo, examí¬ 
nenlo» ahora un proceso general que tiene por objeto le construcción 
do «mojantes sistema» en un espacio bilineal métrico. 

Supongamos que en un 'espacio lineal complejo K n viene dado, 
con ayuda de una forma bilineal bermiliana regular, ol producto 

escalar (r. p). Consideraremos una base e,. e,.y trataremos de 

construir otra base /„ /,./„ que posea las siguientes propiedades: 

1 ) las cápsulas lineales ¿* de los vectores e„e,-.e»y/i./t.< • • 

. . ., I k coinciden para todo 1, 

2) la base /,./„ esseudoorlogonal. Supongamos que (e,. e,) 

^0y hagamos f, ■« e,. Sea ye construido el sistema de los vectores 
seudoortogonales /,./„, con la particularidad de que las cápsu¬ 

las lineales de estos vectores y de los vectores e,. . . e* coinciden 
y Ut> fi) &= 0 P* r * 1 < i ^ fc. Buscaremos el vector en la forma 
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donde a,,»,,. . . a*.»*, son unos coeficientes desconocidos. Las 

condiciones de ortogonahdad del vector /'»», a la izquierda respecto 

a los vectores/,./, ofrecen, para determinara,.»,,.a*.*,,, 

un sistema de ecuaciones algebraicas lineales 

®i. /•) *— (*»♦». /«)• 

«i.a+i(/*. J*) + «a.a*i(/*. /t) = -(«*♦!. /*). 


«1 **|(/|> /t)+«i. *♦!</*• /*)+••• +«*.**1 (/». /») — — (**♦!■ /*)• 

(103.2) 

La matriz de esto sistema os triangular tzquiorda. Por hipótesis, sus 
elementos diagonales se difieren de cero, debido a lo que el sistema 
(103.2) tiene la única solución. Está claro que el vector /* ,,, construi¬ 
do do tal modo, junto con los vectores /,./» forman un sistotna 

seudoorlogonal y su cápsula lineal coincide con la de los vectores 

e,.r»+|. El sistema de vectores /,./*,, es lineal monto 

independíeme, puesto que linealmente independiente es el sistema 
/i« • • •• /». «*♦!• 

Seguimos adelante el proceso. Si resulta que las magnitudes 
(/,. /,) son distintas de cero para i cualquiera, entonces el sistema 
obtenido de vectores /„ . . será precisamente la baso seudoorto- 
gonal buscada. Desde luego, podemos ahora normalizar los vectores 
U ./* y obtener una base ortonormaluada. 

Do la fórmula (103.1) se desprende un corolario de importancia. 
Escribamos la igualdad (103.1) bajo la forma 


— ^ «I. A«l/|)+ /*♦!• 

M 

El vector entre paréntesis pertenece a ¿». el vector /»., perte¬ 
nece a i/,» por construcción, por lo cual la solución de los siste- 
mns (103.2) nos da, oo .realidad, la descomposición de cada vector 
e»*i on una proyección y la perpendicular izquierda respecto dol 
subespacio L k . 

El proceso descrito se simplifica de modo considerable, si el 
producto escalar viene dado por uoa forma bifineal simétrica hermi- 
tiauA. En tal caso las condiciones (/,, f¡) — 0 para / < 1 llevan con¬ 
sigo el cumplimiento de las condiciones (/,, /,) « 0 para gfe i. 
Por ello, el sistema (103.2) so convierte on un sistema con una matriz 
diagonal y se tiene 

/i) 

(7ÍTf¡) 


para todo f. La base construida /,, f t ,será no sólo seudoorto- 
gonal, sino también ortogonal. 
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La única causa por la cual puede obstaculanzarse la construcción 

de la base seudoortogonal /,./,. a partir de la base e¡, . . e„, 

consiste en la anulación de uno de los productos escalares (/,, /,), 
í < n. Tal situación se llamará degenerada. La situación degenerada 
no viene a ciencia cierta, si la forma cuadrática (x, x) no tiene vectores 
isótropos, por ejemplo, si esta última es estrictamente de signo cons¬ 
tante. Efectivamente, en este caso la igualdad (/,. /,) «=» 0 es posible 
sólo cuando /, « 0. Mas, /, * 0 para i cualquiera, puesto que los 
vectores son linoaimente independientes. Por consiguiente, 

ahora el proceso es realizable, cualquiera que sea la elección de la 
baso «„ .. #»• . ... 

Existen muchos problemas eo los cuales no hace falta conservar 

los lazos de la nueva base ¡ x ./„ con la base inicial e„ . . .. e„ 

puesto que se necesita sólo construir en el espacio una base seudo- 
ortogonnl. En este caso, cada vez que aparezca la igualdad (/„ / ( ) » 
- 0. se debe sustituir el voctor t, por otro y calcular de nuevo ol 
voctor /,. repitiendo osle procedimiento hasta que so cumpla la 
condición (/„ /,) ^ 0. Los vectores /,./,-i quedan invariables. 

Un vector necesario para sustituir e, siempre existe. Supongamos 
que la igualdad (/,. /,) - 0 se verifica para cualquier voctor e,. 
Puesto que el vector /, es ortogonal a la izquierda respecto a los 

vectores e .a,.,, osto significa quo el subespacio l L,.¡ está 

compuesto sólo por loa vectores isótropos y el vector nulo. Mas, ol 
subespncio ¿j.| es regular, por lo cual -L,., — l K ñ . La última 
igualdad no puede loner lugar para l - 1 < n, puesto que, por sor 
K n regular, el subespacio ‘/C, sólo consta del vector nulo. 

Al proceder del mismo modo, podemos construir también una 
base que se* soudodual para la dada. Supongamos otra vez quo 

a,.os la base dada y es necesario construir una base que 

sea soudodual para la base dada, por ejemplo, la izquierda. Tomemos 

una base más: g„ q t . q¿. Sea (g,. e,) 0 y pongamos I, “ q,. 

Admitamos que ya se ha construido un sistema de vectores t, . l, 

tales que su cápsula lineal coincide con la cápsula lineal de los 
vectores q t , .... q k y x cumplen las condiciones (f|, *,) 0 para 

1 < í < * y (<,. e,) =0 para / < i. Buscaremos ol vector l*+, 
en forma 


— Pl. *♦!*!• 


(103.3) 


donde p,**,, . • P».a+i son ““os coeficientes desconocidos. La 
condición de ortogonalidad del vector **♦, a la izquierda respecto de 

los vectores e,.e, nos ofrece de nuevo, para determinar p r *+i. •• 

. . .. k+1 , un sistema de ecuaciones algebraicas lineales provisto 
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de una matriz triangular izquierda: 

Pl. *♦*(*!• *t) =— (?*T|, fi) 

Pl. *♦! (*!• *«) + Pl. k*l 0*. ti) “ — (f*+|. * 1 ) 


P«. *+1 (<n # a) -r Pi. **i (A. *1) + • • • -r P*. a*i (<a. *») ~ — (ft+t> tu). 

(103.4) 

De acuerdo con la suposición respecto a los elementos diagonales, 
el sistema tiene la solución única. Si. al continuar el proceso, resulta 
que las magnitudes (t„ e,) son distintas de cero para i cualquiera, 
entonces el sistema obtenido de vectores será, siendo normalizado 

adecuadamente, la base seudodual para e„ . ..a,. Cabe notar 

que esta voz el proceso no se simplifica, si el producto escalar viene 
dado mediante una forma bilioeal simétrica. El empleo de la base 

auxiliar ? t , < 7 ,. q „ permite evitar la degeneración del proceso. 

sustituyendo en el raomonto apropiado uno de los vectores q t y repi¬ 
tiendo los cálculos del vector t,. En el caso dado tampoco cambion 
los vectores í,. l, m ,. 

Todos los procesos descritos y los procesos análogos se llamarán, 
con mayor frecuencia independientemente de su contenido concreto, 
proeoos dé ortogonalliaclón. No obstante, a veces nos varamos obliga¬ 
dos a construir, en un mismo aspado bilinaal métrito unas suce¬ 
siones de vectores, ortogonslas o saudoortogonalos con relación n las 
diferentes formas bilinoales. Se considerarán sólo las formes do) tipo 
(fíi, y), donde H es un operador lineal eu A',. Para poder distinguir 
diferentes sucesiones una de la otra, diremos que se trata do la R- 
ortogonalización, la A-scudoortogonalización, etc. 

Muchas propiedades y peculiaridades de los procesos do ortogo- 
nalización puedan establecerse considerando sus notaciones roatri- 
oiales. Supongamos que un producto oscalar en K„ viene dado por la 
forma bilineal bermitíana (r, y). La seudoortogonalidad de la beso 

A. /*.A significa que (/,. /.) = 0 para / < I, as decir, la matriz 

de Gram G¡ de la forma bilineal (x, y) en la base /„ /,. será 

triangular derecha. Conforme al proceso de construcción de la nueva 

base, las cápsulas lineales de los vectores /„ y i,. e k 

coincidan. Por consiguiente, al tomar en consideración (103 i), con¬ 
cluimos que 


«1-/». 

*»“ ““i.z/i-ri/s 


(103.5) 


e n— “® 1 . */« — »/■-! +/•» 

donde a,t son precisamente aquellos coeficientes que se calculan 
portiendo de los sistemas (103.2). Por ello, la matriz A de la trans- 
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formación de coordenadas al pasar de la nueve base /„ /„ . • /» 

a e„ .... es triangular derecha cuyos elementos diagonales 
son ¡guales a la unidad. Dado que la matriz de la transformación 
de coordenadas al pasar de la base antigua a la nueva coincide 
con A' 1 , so liona 

G, = A-'C¿-'. 

De aquí proviene la igualdad 

G.-A’GjA. (103.6) 

Es fácil comprobar que la matriz GZ\ es triangular derecha y sus 
demonios diagonales coinciden con los elementos diagonales do la 
matriz G,. 

Desiguemos con E f ( F -) una matriz cuyas columnas están repre¬ 
sentadas por las coordenadas da los vectores e t .(/*. . . /*) 

en la baso q,.q„. Las correlacionas (103.5) muestran que 

F. % — FfA, (103.7) 

y, por supuesto, además, 

G,-r 9 G¿r (103.8) 


Así pues, el proceso considerado de construcción de una bose 
seudoortogonal rosulta estrechamente relacionado con la descomposi¬ 
ción do la matriz do Gram en factores triangulares y con la descom¬ 
posición (103.7) en factores de la matriz do las coordenada». 

TEOREMA 1011 Para que el proceso (103.1), (103.2 ) de corutrueelón 

de la bate teudoorlogonal /j. /,./. partiendo de la bate e„ . . . 

. . tea realizable en un espacio biUneal métrico regular K n , es nece¬ 
sario y suficiente que la matriz de Gram del sistema (,. e„ tenga 

menores principales no nulos. 

DEMOSTRACION, necbsidad. Supongamos quo el proceso es reali¬ 
zable. es decir, tiene lugar la correlación (103.6). La matriz G, o» 
regular, puesto que representa la matriz de Gram do la forma bilincal 
regular (z. y) para la base. Por esta razón todos sus elementos diago* 
nulos son distintos de cero. Aplicando la fórmula de Binet-Cauchy, 
obtenemos que para todo r 




1 2 
2 



suficiencia Supongamos que los menores principales de la matriz 
de Gram G, son distintos de cero. Por lo tanto, ©n concordancia con 
(93.1), existe una descomposición G, = donde l, es una 

matriz triangular izquierda con elementos diagonales unidad, D e es 
una matriz diagonal con elementos no nulos. U e es una matriz 
triangular derecha con elomentos diagonales unidad. Es fácil ver 
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que la matriz 

g,-V; x 'gjj; x 


es triangular izquierda cuyos elementos diagonales coinciden con 
los elementos diagonales de la matriz D t . Ahora, si a título de In 
matriz A tomamos la matriz triangular derecha V„ con elementos 

diagonales unidad, entonces para la base /,. /,./«so cumplirán 

las correlaciones (103.5). Precisamente esta base será construida 
conforme al proceso (103.1). (103.2), de lo que es fácil convencerse 
por comprobación inmediata. 

Si el producto escalar está dado por una forma bilineal Jierroi- 
tlana simétrica, la matriz G 0 será hermitiana, como lo será también 
la matriz G,. Pero de aquí se deduce que la matriz G. será diagonal. 
Esto hecho ya ae ha notado. Comparando (93.5), (103.6), concluimos 
que ol proceso de ortogonalización en el caso dado coincide completa- 
menta con el de la obtención de la descomposición (93.5). 

Si el espacio K % e$ unitario, el proceso de Ortogonalización deter¬ 
mina no sólo la descdttposición de la matriz de Orara en factores 
triangulares, sino también la descomposición de la matriz da las 
coordenados en un producto de loa factores unitario y triangular 

derecho. En efecto, elijamos una base orlonormalizada g„ <¡ t . q n 

o indiquemos con D q una matriz diagonal formada de las longitudes 
de las columna* He la matriz F q de (103.7). Ahora tenemos E q « 
“ (*W) (0^)- La matriz D^A es triangular derecha. Poro las 
matrices y G, (OJ 1 )* son matrices unidad. Según (103.8), en el 
c»«o dudo (F,D;‘Y (FJ>;>) - £. « doolr. la matrli F„D;‘ m 
unitaria. 

El hecho de que la base f,, t, .i. esseudodual izquierda para 

la base r. testimonia que para la forma bilineal (x. y), 

que determina el producto escalar en K n . ae cumplen las condiciones 
(*i. e,) ~ 0 para ¡<l y (f,. tj) - 1 para cualquier /. En otras pala¬ 
bras. esto significa que para el par de bases e t ,e t . r, y f„ . . . 

la matriz G u de la forma bilineal (x, y) es triangular derecha 
con elemontos diagonales unidad. De aquí roocluimos que la matriz 
Q~ l do la transformación do coordenadas, al pasar de la base inicia) 

• 0i.0o * *• ba » f„ I,. t n , es triangular derecha. Sin 

embargo, en oste caso los elementos diagonales no serán iguales ¿ uni¬ 
dades. puesto que los vectores t t , se han sometido a la nor¬ 

malización. Se tiene 

6,. - Q^G^ 

y luego 


G,. - VG». 


El proceso de construcción de la base, seudodunl respecto a la 
dada, resalta también estrechamente ligado con la descomposición 
(93.1) de una matriz en factores triangulares. 
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teorema 103.2. Para que sea realizable el proceso de construcción 
(103.3), (103.4) de la base t x , f,. .... I n , izquierda seudodual para 

e,,e t . e n , a partir de la base q x . q., . . necesario y suficiente 

que la matriz G Qt dela forma bilineal (x. y) tenga en las bases . . 

. . ., q„ y e¡, e t . e n los menores principales no nulos. 

La demostración de este teorema se omite aquí, puesto que es 
casi la repetición textual de la demostración del teorema anterior. 

Subrayemos, como conclusión, que los procesos considerados do 
ortogonalitación se extienden completamente al caso de los espacios 
bilineales métricos ordinarios. Cambian sólo algunos detalles rela¬ 
cionados con la conjugación compleja. Además, en el caso dado 
resulta más difícil eliminar situaciones degeneradas. 


Ejercicios. 

1. /Cuál es la interpretación geométrica del proceso de ortogonaliiacfón? 

2. Demuéstrese qua «i el procreo de ortogonalitación se aplica a un sistemo 

Ilneolmente dependiente t t .entonces /, - 0 pere cierto k < a. 

3. Supongamos qu ti la forma cuadrática (i, j, asiá privada da vectorra 
isótropos. ¿Cómo sa deUrmina la base del sistema dado de vectores con ayuda 
dol proceso de ortogonaliiaclón? 

4. Demuéstrese que ai nn proceso de oriogonalizaríón re reabra an un 
aspado euclldeo o an un repació unitario, la daaigualdad I /a I < I r* ! se cumple 
para * cualquiera, con la particularidad de que Je igualdad re logra cuando, 
y sólo cuundo, al vector #, rea -ortogonal a loe vectores e,. . . . 

6. Supongamoe que las coordenadas da loa vectores e,.en ciorta 

base ortonormaIluda da un espacio aadfdeo o unitario forman una matriz 
triangular. ¿Cómo varia la matris da lae coordenadas después de mitrarse al 
proceso da orlogonaliiación? 

6. ¿Se podrá conatruir una basa dual coa ayuda da un proceso de ortogonal*, 
taclón? 

7. <Wmo m debe aplicar el procano da ortogonaliración para obtener una 
basa seudodual derecha? 

R. Demuéstrese que la descomposición de una matriz regular compleja 
en el producto de una matriz unitaria y «na triangular derecha re única, ai se 
oxige que los elementos diagonales da le matriz triangular sean positivos. 

0. ¿Cómo se emplea ai proceso da ortogonalitación para la resolución da 
los sistemas de ecuaciones algebraicas lineales? 

10. Sea A'„ un aspado degenerado. ¿Cómo aa construirá la base aeudoortogo- 
nal do un subrepacio regular do dimensión máziraa, empleando para alio al 
proceso de ortogonalitación» 

11. ¿So simplificará la construcción de los sistemas reudoortogunales do 
vectores en no espacio degenerado, si la forma cuadrática (x. x) es de sírdo 
constante? 


§ 104. Ortogonalitación 

de una sucesión de potencia» 
En los procesos de ortogonaliza- 
ción la matriz de la transformación de coordenadas, al pasar de una 
base antigua a una nueva, es siempre triangular. Sin embargo, si la 
base inicial se elige de un modo especial, para la matriz de la Irans- 
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formación do coordenadas pueden obtenerse unas representaciones 
mucho mis simples y, consecuentemente, serán mis sencillos son 
los procesos de ortogonal ilación. 

Supongamos que en un espacio bilinea! métrico K n , hermitiano 
regular, se ha dado un operador A. Tomemos un vector no nulo x y 
consideremos la sucesión de vectores 

x. Ax. A»x.A-'x. (104.1) 

Tales sucesiones se llamarán sucesiones de potencias generadas por el 
vector x. 

F.n toda sucesión de potencias cierto número de los primeros 
vectores es linealmente independiente. Supongamos que A: os el 
mayor de estos números. Esto significa que existon Ules números 

a 0 . a,.a». siendo a» -* 0. que 

a*x + a,Ax + ... 4 a*A*r — 0. (104.2) 

Designemos con f (X) - a*X* + . . . + a x X 4 a, el polinomio de 
grado k, Por lo visto, la igualdad (104.2) es equivalente a la siguiente 

*M)*-0. (104.3) 

Existan muchos polinomios, para los cuales se verifican las corre¬ 
laciones del Upo (104.3). A talas polinomios pertonocen, por ojamplo, 
el polinomio característico del operador A . Pero entre olios existe, a 
cioncia cierta, un polinomio de grado inferior. Se denomina polino¬ 
mio mínimo que anula al vector x. Está claro quo su grado es igual al 
número máximo de los primaros «actores de la sucesión de potencias 
(104.1) que forman un sistema linaalmenle iudepeodiente o, lo que 
es igual, es inferior en una unidad al número mínimo de los primeros 
vectores quo forman un sistema linealmente dependiente. 

El grado del polinomio mínimo resulta ser Intimamente relacio¬ 
nado con la descomposición del vector x según la base radical del 
operador A, las alturas de loa vectores radicales y el número do los 
valores propios distintos dos a dos. A saber, es verídico el 

Loma 104.1. El grado del polinomio mínimo que anula el vector x 
es Igual a la suma de las alturas máximas de los vectores radicales del 
operador A que figuran en la descomposición del vector x según la base 
radical y que corresponden a los volara propios distintos dos a dos. 

demostración. Representemos el vector x en forma de la suma 
* - u, 4- u, -4- .. . 4- u„ (104.4) 

donde u,, .... u, pertenecen a los subespacios cíclicos diferentes del 
operador A . Puesto que los subespacios cíclicos diferentes no tienen 
vectores comunes, salvo el nulo, entonces para quo so cumpla lo 
igualdad (104.3). es necesario y suficiente el cumplimiento de la 
igualdad q> (A) u, — 0 para í cualquiera. Si u, es un vector radical 
do altura m, y corresponde al valor propio X,. ontonces la igualdad 
•p (A) Uj *= 0 tendrá lugar cuando, y «ólo cuando el polinomio 
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9 (X) se divide por (X — X,)'. donde r > mi,. Eii este case 9 (A ) u¿ — 0 
no sólo cuando / «= i, sino paro lodos los/, para los cuales los vectoras 
u, corresponden a los valores propios, coincidentes con X,. y llenen 
alluras no superiores a r Sean X, t . .... X, p unos valores propios 

distintos dos a dos que corresponden a los vectores u,.u t do 

(104.4) y sean m,,. . . ., m, p . las alturas máximas do los vectores 
radicales u,... ., u, que corresponden a los valores propios y coinci¬ 
den con X,,.X, p . Entonce; 

9 (X) - (X - X (| f''... (X - X,,)% 

será el polinomio mínimo que anula el vector x. El lema queda do- 
inoslrndo. 

Supongamos que los vectores e, «« A'~ l z, pora 1 < 1 < k, son 
linealmente independientes. Apliquemos a osle sistema el proceso, 
descrito anteriormente, para obtenor un alaterna seudoorlogonal do 
vactorea /,. considerando, por supuesto, que el propio proceso es 
rea lisa ble. Si el operador A de ningún modo está ligado con el pro¬ 
ducto escalar, introducido en el espacio A*„. es difícil esperar que el 
proceso se .simplifique Sin embargo, la situación cambia brusca¬ 
mente, ai el operador A satisface la correlación (101.7), siendo, por 
ejomplo, nutoconjugado en un espacio unitario. 

tc.orrma imi Si el operador A tatu/aee la correlación (101.7) 
y si los 1 rectores e, — A'" 1 x son línea ¡mente independientes para 

1 < ( < X. mientras que los vectora» I . U se lian obren ido de los 

vectores e,. e s con ayuda del proceso de seudiorlogonalitación, 

entontes tienen Iupar las siguientes correlaciones 

h 

/,-A/ t -a,/„ (104.5) 

/iei-¿/i—« i/i—Pi-i/w« *>Ít 

donde 

i. 

(104.6) 


Poro concretar, la demostración se realizara en «111 espacio blll- 
neal métrico 'hermiliano. Tomando en consideración la forma de los 
vectores e¡ y rigiéndonos por las fórmulas (103.5). concluimos que 

/ 1 -' M '+'ívuA 

para ciertos números y«,. De aquí se desprende quu el vector 
/i+, — Af, pertenece a la cápsula lineal de los vectores 2 , Ax. . . . 


«-W- 


l.) 

fil-l* l¡) 

OI. 
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. . i4' -, x o, lo que es igual, de los vectores /„ /„ .. Por ello. 

/í.i = ^/it ^ lj. ,+i/j 

para ciertos números S, |H| . Las condicione» de ortogonalidad del 
vector 1,+x a la izquierda respecto de los vectores /,. / a , . . 
proporcionan el siguiente sistema de ecuaciones algebraicas linéalos 
para doterminar los coeficientes 5,. 

Ci.i«i(/i. /O --Wi./i). 

Si. + /t) “ “W/i. /*)• 


Si. m(/n a fEKi»i(/M> /i-i) " "W/i. /i-i). 

ti.i+i(/i< !»)+“• +S1-1. reí í/i-i. + ~Wi. /i)- 

(104.7) 

Por hipótesis del teorema, el operador /I satisface la condición 
(101.7). Por eso. tomando en consideración la seudoortogonalidad 
ael sistema de vectores tenemos para / < t — 1 

M/.. /i) - (/•. i**/.) - (/,. (a£+|M) /i)-£(/,. /,) + í(/„ - 4 /i) - 

í,.<*. (/i. /;)>-<>. 

Entre los segundos miembros del sistema (104.7) solamente loa 
dos últimos son distintos de cero. Por consiguiente, sólo E,_,. 

Ei. i*i pueden ser distinto? do cero, lo que demuestra la validez do 
las correlaciones (104.5). El valor del coeficiente a, se halla, par¬ 
tiendo de las condiciones de ortogonalídad del vector/, n la izquierda 
respecto do ¡ x , mientras que los valores para los coeficientes a,, [i, , 
sa obtienen de la condición de ortogonalídad del vector /,*, o la 
izquierda respecto de f,, f,. v 

Asi pues, el proceso do ortogonalización para ana sucesión de 
potencias resulta realmente mucho mis simple que para una sucesión 
do forma general. Si en cierto paso resalta que (/,. /,) =* 0, pero 
fi 0. entonces la degeneración del proceso puede ser evitada por 
elección adecuada del vector nuevo z. 

Supongamos que en una sucesión do potencias se tienen n vectores 
linealmento independientes. Aplicando el proceso de ortogonaliza¬ 
ción, se puede construir nns base /„ /,./, del espacio K n . Esta 

base posee la singularidad de que en ella la matriz A¡ del operador A 
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tieue forma íridiagonal 

(p. o | 

I o. 8. 

A, = . I a * ?■. (104.8) 

0 1 p.., 

1 «» 

En efecto, como columnas da la matriz del operador actúan las coor¬ 
denadas de los vectores/!/,. Af t . Af ñ respecto de la base/|, 

. . /„. Pero, de acuerdo con (104.5), 

At» 

4/a-fc/i+%/>+/» 

. (104.8) 

Afn-l “ + 

Si en una sucesión de potencias faltan n vectores linealmente inda- 
pendientes. entonces, aplicando el proceso de ortogonaliración, llega¬ 
mos n que /,*. — 0 para cierto r < n. Tomemos un vector nuevo u 
y formemos el vector 



determinando los coeficientes q/ de las condiciones de ortogonalidad 

del vector o a la izquierda respecto de les vectores /,. /../,. 

Construyamos una sucesión de potencias engendrada por el vector v. 
Es fácil probar que todo vector do esta sucesión es también ortogonal 

a la izquierda respecto de los vectores A, f t .Dicha propiedad 

la poseo por construcción el vector o. Supongamos que la hemos de¬ 
mostrado para todos los vectores v, Av . A k v. En este caso, 

teniendo presentes las correlaciones (104.9) y la igualdad (101.7), 
obtenemos para ol operador /I 

(-»*•'ip. I,)-(A‘b. (a£+M/i>- 

= a(M*o, /,) + p w /w + «1/1 + M -»• 
Aplicando al proceso da ortogooalización a la nueva sucesión, cons¬ 
truiremos un sistema de vectores linealmente independientes 

4 ,. q, que son seudoorlogonales entre sí ya la totalidad de 

ios vectores /,. /„ .... /,. Si r+¿<n. continuaremos el proceso de 
construcción de la base hasta que se haya construido la base de lodo 
ol espacio. En este caso todo el espacio se dividirá en la suma directa 


Ji* 
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do l"3 suiiespacins hraiianlrt, y la matriz del operador A en dicha 
base será do rorro.* celular diaconal con células tridiagonales del 
Upo (IU1.H). 


Ejercicio*. 

1. I>mun vírese que el polinomio rnimnK. que anula el vector x es un divisor 
de! polinomio corasleriMko. 

2. Dvinia : itme oue el polinomio iNiuimo qu* anula el vactor / os único, 
salvo un laclo.- escalar. 

3. IkinuéMreM* que «1 el operador A es hernutiaito y el espacio A' ( , uniia- 
rm. enloncrb. la* lonnulas (luá.6) adquieren la forma: 



A. Donunslrese que en la* ron.luli.oaa del ejercicio 3 aiule tal matrU 
diai(i>nal l> que para b nuinr A¡ iie(lo4.8) U matnr n *A,D ser i real slmeirira 
trMUMpiiial 

3. Demu.'sliejc qut. cumplidas las modicionn 1101 7), las matnco* de la* 
formM bilirirtilea (J r. *). (e. A t) en la ka*e f m «on derecha* casi trian- 

(riloree. 

0. Uimiuítírese que en la* condicione* dd ejercicio 3 la* matrices de las 
li.nmis MI Hicotea (4*. p>. (x. ,tg> en la base /,. . . . ton bermillana* mango¬ 
na Iv*. 

7. DftiUWainae qu*< *1 el e»|«aciu K m r. •l«ftcn«rado, eulonce*. ton ayuda da 
lo» piui-veua (lt»t Si. (I»H «). puede r»iutrair»« b bate seudoortogonal de un 
»ul itpario riv"lar de dimeaMÚn náiiiu. 


105. Métodos de direcciones 

conjugadas 

La construcción de los sistemas 
de vectores ortogonales, seuiloorlogonalrs y otros, especialmente a la 
bnse del empleo de las sucesiones de potencias, ofrece grandes posi¬ 
bilidades bu la elaboración de toda nna serie de métodos numéricos 
para solucionar las ecuaciones del tipo 

Ax = b, (105.1) 

donde A es un operador que actúa en el espacio lineal K n , mientras 
que ó es un vector prefijado y x. el vector buscado. 

Va nos liemos referido reiteradamente a los diferentes aspectos de 
osle problema. Ahora daremos a conocer un gran grupo de métodos 
numéricos pnra la resolución de la ecuación (105.1) a los que se ha 
atribuido el nombre general de método* de direcciones, conjugadas. 
Todos ellos están basados en los procesos de nrtogonalización de 
sucesiones de potencia*. Oin el fin de simplificar la oxposicióu, supon¬ 
gamos que el operador /I es regular y. por lo tanto. Ja ecuación 
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(105.1) tiene siempre la única solución. Convengamos en considerar 
que el espacio K„ es complejo y el producto escalar on él viene dado 
mediante una forma bilineal hermiliana simétrica y definida positiva, 
es decir, K n es un espacio unitario. 

Tomemos unos operadores regulares C, B cualesquiera y sea 
a», . . ., s, un sistema de vectores C/tfl-seudoortogonal. es decir 
(CABt„ i,) ¥• 0. ( CABs„ »*) = 0. k<l, 

para tod«ri. Designemos con x, el rector inicial y sea 



(105.2) 

r, — Ax, — b. 


Entonces, de las correlaciones 


*i - *i-« + o,Bt, 

se infiere que 

'I m ' I-I + MA|. 

(105.3) 

(105.4) 


Ks fácil mostrar que para el sistema CA fi-soudoortogonal 
. . »„ tienen lugar las igualdades 

(Cr„ »,) - 0. 1 < * < i. (105.5) 

En efecto, 

a¡AB$, 

y, además, 

(C-„ ,,).-^a,ÍCAB,,. .,)-0 
para cualesquiera k ^ i. 

Consideraremos que el sistema de vectores s,.*> se construye 

paralelamente con el sistema r,.r a _„ con ayuda del proceso de su 

C/l #-wudoortogonalitación. Hagamos *, — r, y para todo l tendremos 

(105.6) 

Las condiciones de C-4fl-ortogonalidad del vector í| +1 a la izquierda 

respecto de los vectores *,. t, proporcionan, como siompro, un 

sistema triangular izquierdo para determinar los coeficientes 
En este caso, r* «*s una combinación lineal de los vectores *,,... 
. . * l+1 . Por consiguiente, el producto escalar ( Cr ,, r») es una 

combinación lineal de los números (Cr,, *,).. . ., (Cr,, **4i) y es igual 
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a cero, de conformidad con (105.5) para k < /. es decir, 

(Cn. r k ) - 0. * < i. (105.7) 

Esto significa que si (i Cr,. r,) ^ 0 para i cualquiera, entonces la 
sucesión de vectores r, es C-seudoortogonal. En un espacio lineal 
n-ditnensional un sistema C-seudoortogonal no puede contener más 
de n vectores no nulos. Por esta razón, en cierto paso del proceso de 
cálculo uno de los residuos se hará nulo y obtendremos la solución 
exacta de la ecuación (105.1). 

Para realizar el proceso, es menester detornunar los coeficientes 
o, de (105.2) y p*.,», de (105.6). Los coeficientes a, se hallan siempre 
de un modo simple. Conforme a (105 4) (105.5), (105.7). tenemos 

1 ICAffil.r,!,) «,) • (105.8) 

En el caso genoral, los coeficientes p* so calculan de una 
manera mucho más compleja. Sin embargo, si los operadores A. fí, C 
•stán ligados entre si por la correlación 

(i CABC -•)• - aE 4 p/tfi (105.9) 

para ciortos números a. p. entonce* entre lodos los coeficientes 
P*.i-i »ólo P,.i*, puede sor distinto de cero. Supongamos que 

»i*i - r, + b¿,. (105.10) 

El coeficiente 6, se determina unívocamente do la condición do 
C/l/7-ortogonalidad del vector t, u a la izquierda respecto del vector 
t„ lo que nos da. al tomar en consideración (105.9), (105.10) 

V iCABr,.n\ a íCn.ABi,) _... 

Supongamos que ai calcular la sucesión de los vectores s, sogún 
las fórmulas (105.10). (105.11), hemos mostrado que la sucesión 
*i, . . ., t, forma un sistema C/lB-seudoortogonal. Esto es Justo, a 
ciencia cierta, cuando i — 2. Teniendo presente (105.9), obtenemos 
de (105.4)—(105.7), para k < I. que 

(CABt^ u a*) — (CABr ,. **) — 6, ( CABt ,. t k ) 

- {{CABC') Cr,s k ) - (Cr,. (CABC-')' $ k ) - 
- (Cr„ (a£+p/15) s k ) = * (Cr„ s k ) + p (Cr,. ABs k ) = 

= P (»l. ¿ <r,= X <Cr„ r.)-(Cr„ f,.,)) = 0. 

De este modo, si se cumple la correlación (105.9), la resolución 
de la ecuación operaciotal (105.1) puede realizarse a base de la 
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alguien te sugestión: 

*i - r t , 

r,=r M +a,ABt„ 


(105.12) 


Aquí, x 0 es un vector inicial arbitrario y los coeficientes a,, b, so 
calculan do acuerdo con (105.8), (105.11). Al designar u, = Bs,, el 
proceso será: 

u, — Br t , 
r,-r,.,+a,Au„ 
u„,-Br,+k,u„ 


alendo pata este caso 


*1 -■*».<+«d>l 


. rí¿|r i«A • 

. t B—CABr,. o,l ¡ (C„. Auti 

°i i«-•■fa.,,.,) _ ■‘(«-■•cd.i'.ii • 


Estos procesos llevan el nombre de métodos de direcciones conjugadas. 

De las fórmalas (105.4). (105.10) concluimos quo los voctores 
r,. a,*, son combinaciones lineales de los vectores do una misma 
sucesión de potencias 

r.. ABr . (ABY r,. (105.13) 

Más aún, se han obtenido de isla con ayuda de C - y CA fl-soudoortogo- 
nollzación, respectivamente. De este hecbo se deducen unos coro¬ 
larios de importancia exduvisa. 

Si on la descomposición del vector r 9 según la base canónica do 
Jordán dol operador AB no todos los componentes están presento*, 
entonces la anulación del residuo sucederá antes que llegue el /i-ésimo 
paso. El proceso se termina con una rapidez singular, si el operador 
AH es de estructura simple y tiene un gran número de valoro* propios 
coincidentes. A saber, si en la descomposición del vector r 0 según 
los valores propios de la matriz AB los componentes no nulos corres¬ 
ponden a m valores propios distintos dos a dos. entonces r m — 0. 

De acuerdo con el teorema 104.1, para los vectores s lt r, deboo 
toner lugar las correlaciones de tres términos del tipo (104.5). Pueden 
obtenerse éstas directamente de (10S.4), (105.10). A saber, 


>i*, - «iABí, + (I + 4,) «.—l > 1. 
r,„ = a M ABr, + (1 + -Í!f¡a.) r, —^ r,., i>l. 


(105.14) 
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Do aquí pueden obtenerse también otra» correlaciones. Por ejemplo, 
T, 41 — x,., + «i,, (a,Br, + x, — x,-,). 
donde Wj.,. a, son unos números elegidos de modo adecuado. 

En relación con lo dicho respecto de la sucesión (105.13), fijemos 
nuestra atención eu la siguiente peculiaridad de la condición (105.9). 
A primera vista, se diferencia de las condiciones del tipo (101.7). 
Sin embargo, al tomar en consideración <101.6). resulta fácil mostrar 
que la condición (105.9) es. de hecho, también una condición del 
tipo (101.7) y, además, simultáneamente respecto a dos productos 
escalares (CABx, y) y (Cx, y). En efecto, observemos que el operador 
conjugado en (105.9) está ligado con el producto escalar principal 
del espacio unitario, mientras que la ortogonalidad de los vectores 
«„ r, se asegura respecto de los productos escalares (CABx, y) y 
(Cx, y), respectivamente. Por ello 
ca* (/I*)* - (CAB AB (CAH)- 1 )* - iCABC')* - a E + $AB. 
c ( AB )• - (i CABC -')• - a£ + f) AB. 

1.a realización de los métodos de direcciones conjugada.- puedo 
ser obstacularizada sólo por el hecho de que uno do los productos 
escolaros. {CABs„ s,) o (CV,.,. so anule antes d,» quo so reduzca 
a cero el residuo. Si iCABt,. f ( ) — 0. los coeficientes a,, b, no pueden 
calculan*. En cambio, si (Cr,.,. r,.,) — 0. esto tendrá por resultado 
que el coeficiente a, será nulo, mientras que los residuos no nulos 
r ( .,, t i coincidirán y, como consecuencia, tendrá lugar la igualdad 
{CABst+x. s,*,)-*0. Se puedo evitar esta situación mediante la 
elección del nuevo vector inicial x,. Si los operadores CAB y C 
son definidos positivos, las degeneraciones citadas son imposibles y 
ol proceso fluye sin complicaciones. Si el operador CAB os definido 
positivo, los métodos de direcciones conjugadas adquieren adicional* 
monte unas nuevas propiedades interesantes. 

Sobre el grado en qoeol vector z se aproxima a la solución do la 
ecuación (105.1) podemos juzgar por la pequenez del cuadrado de 
una norma de la diforoncia e « x — z. Con esto fin resulta cómodo 
utilizar las así llamadas funcionales generalizadas de errores dol tipo 
(Re, e), donde H es cualquier operador definido positivo, por ejemplo, 
ol operador B~ l *CA. El operador dado será definido positivo, puesto 
quo está asociado al operador CAB mediante ia relación B~ l *CA = 
= B-'* (CAB) B- 1 . Es válido el 

teorema ion. Si el operador CAB a dettnido positivo, entre todos 
los vectores del tipo z — x 0 -f Bs, donde s pertenece a ¡a cápsula lineal 
de los vectores s t . s,. el vector x, da el mínimo de la funcional gene¬ 

ralizada de errores 


V (z) =• ( B~'*CAe, e). 
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DEMOSTRACION. Puesto que el operador CAB es definido positivo, 
el sistemo de los vectores s, será Cj 4 0-ortogonal. Representomos el 
vector z en forma de una descomposición, por analogía con la des* 
composición (105.2) para el vecto/ x: 

v, 

Tenemos 

<p (t) - (B-'-CA (x- s). x- a) - 

- ( fí-CAB (V _g A,,,). fl (| . A - 4 A*)) - 

A/,), S «/«/- ( Z A/*/)- 

- */). 

De aquí concluimos oue el minimo de la funcional de orrorosso alcan- 
78 para h, decir, para r x,. 

La funcional de errores no puedo dntonninaise en los cálculos 
prácticos, puosto que depende do la solución x que se desconoce. No 
obstante, dicha funcional sólo mi diferencia He olía funcional en un 
untando constante: 

♦ (i) - (B mlm CAs, *) - 2Re (0- ,# r6. t) 
que ya puede calcularse. F.n efecto, 

* (a) - (fi“ l *CA (x - s), x - s) - 

- ( fí mtm CAx. x) - (II“ lm CAx, s) - t) -f 

+ ( B-^CAs, s> - \B '*CAi. s) - x) - 

- (fí lm Cb. s) + ( fí- l *Cb. x) - * (s) + (»-'*Có, x). 

Demos a conocer, en fin. alguna* clases de los operadores, para 
los cuales se cumplen las rendiciones (10.Y9j. 

1. Todos los operadores A. H.C son liermitianna, siendo B C. 
La condición (105.9) se cumple para o = 0. P — 1: 

( CAfíC *- (HA)* -0£+l AB. 

2. Los operadoirs CAB y C son hermitianoc. La condición 
(105.9) se cumple pam a »■ 0, p — 1: 

(CAnc-'f =» r-'* {CAB >• «= -o-f+ i ab. 

3. El operador C se conmuta con AB: el operador Afí es normal 
y su espectro se halla en una línea recta. La última condición signi- 
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fien que AB = yE + 6 H par* cierto operador hermitiano //. Ahora 
h.t llamos 

( CABC-')' = lCC-'AB) m = (AB)' - (yE +*/í)* = 

-íe+6* = i^£+|-(vef*»)= + 2 '“ <><l 

4. Representemos el operador A en la forma A M+ N . donde 
M — J/*, rV = —jV*. Si el operador Sí es regular, lineemos 5= 
= C — W *. La condición (105.9) ae cumple cuando a « 2, 0 — 

(CADC')* - («•' (.V + JY))* » (A/ - N) M l - 

- 2£ - (M + AT) A/*' « 2•£ - 

5. Si el operador jV en la descomposición A — M ■+ A' es regulAr, 
hacemos B C — .V"'. La condición (105.9) se cumple para a — 2, 
P--1: 

(CM0C-‘)* - (AT-* (J/ + JV))* - - (M - JV) JV* - 

- 2A - (.V + N ) JV-' - 2-fc* - i-AB. 


Ejercicios. 

1. Demuéstrese que U mam. de la loma bilmeal (CABt, yi es: 
triangular derecha «a U b*>« 

casi triangular derecha en la basa r„ .. r..,. 

iriaoiiular iiqulerda es las base*«,.*. y r,.si al operador C 

2. ¿Cómo varia la forma de una matrt* de la lonna bihneal (CABs, y) 
ere el ejercicio I. (I el oparador CAB « benniiiaoo? 

3. Demué.trree qua la matrl* da la forma bilioaal (Cx. y) ce 

triangular derecha «o la base r,. 

triangular derecha en las bases r-, . ., r*_, y 

triangular derecha an las bases AB»,. . . A»** y ... 

casi triangular deracha en las bases ABr, . ABr*. x y r,, . r H .¡. 

4. ¿Cómo varia la forma da «na matrti da la forma billnaal (Cx, y) en los 
ejercicios 3, n el operador C as hermitiano? 

5. Demuéstrese que si la condición (I05.9) w sustituye por otra: 
(CABC~ 1 )* - a,£ + o X AB +• ... + o, (AB)*. p > 1. 

Ire correlación (105-10) tendrá por expresión 

*i*i = 'i + Vi + + • • • + *i-jhi»i-ph> 

6. Demuéstreos que 

«, = _ 

1 (CAB;.;) ’ 

7. Demuéstrese qae si los oparadore* CAB j C son bermitianos, so verifica 

_¡Cr !l r ¡ l_ 

(Cr|.„ rj_i) 

M. Demuéstrese que al Ids operadores CAB y C son bermitianos y. además, 
definidos positivos, entonces ; < 0. b, > 0 para todo valor de i. 
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9. Demuéstrese que la matriz del operador AB tiene en una bazo de loe 

vectores s, .*_ o . .r„., la forma tndiagonal. 

10 . ;tómo se realizan los métodos de dirección*» conjugadas en el coso 
cuando ol operador A t* degenerado? 

5 106. Variantes principales 

Consideraremos las variantes más 
conocidas de los métodos de direcciones conjugadas. En el aspecto 
teórico todas ellas se encajan deutro de! esquema descrito anterior- 
monto (105.12). Sin embargo, los cálculos prácticos so efectúan, a 
veces, a base de loa algoritmos algo diferentes de éste. 

Método de gradientes ronjujado*. En este caso ol oporador A 
es hermitiano y. además, definido positivo; E\ la condición 

(105.0) se cumple para a — 0. p - 1. Debido a que los operadores 
CAH — A y C — E son definidos positivos se garantiza la ausencia 
de degenoracioues en el proceso do cálculo. En cada etapa do! método 
so minimiza lo funcional de errores provista de la matriz A. El 
esquema de cálculo de este método es como signo 

*i m 

r,-r,. t +a t At„ 

*!♦»-'■» +* 1 * 1 . 

Mi» 

donde 



Al aplicar el método de gradientes conjugados los vectores r, forman 
un sistema ortogonal y los vectores r,. un sistema ¿4-ortogooal. 

Método de Iteraciones A A‘-minimales. En esto caso el oporador 
A es regular arbitrario; B ■■ A m , C — E\ la condición (105.9) se 
cumplo para a — 0, P = 1. El hecho de que los operadores CAB = 
■=> A A* y C ■ £ son definidos positivos garantiza la ausencia do las 
degeneraciones on el proceso de cálculo. En cada etapa del método 
so minimiza la funcional de errores con la matriz A, os docir, ol 
cuadrado do U norma euclidiana del mismo error. El esquema do 
cálculo es como sigue 

U.-XV* 
r *— r IH + «|A»|. 

Mtai-AVt+ »!»(, 

-rfl|U, t 


27* 
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donde 


, r H>, 

(Aii. '»->) 

bl --±L±!>, 

' (■!. «l) 




(n. n) 
'1-1) 


< 0 . 


Al aplicar el método de iteraciones A A •-minimales los vectores 
r i y u ( forman sistemas ortogonales. 

Método de iteraciones .4*A-minimales. En esto caso el operador 
A es regular arbitrarlo: B - A*. C = AA*; la condición (105.0) 
se cumple para a - 0. p « 1. El hecho de que los operadores CAQ - 
— (AA*)* y C - A A* son definidos positivos garantiré la ausencia 
de las degeneraciones en el proceso de cálculo. En rada etapa del 
método se minimiza la funcional de errores provista da la matriz 
A*A. os docir, el cuadrado de la norma ouclidiana del vector del 
residuo. El esquema de cálculo es como siguo 


•»,-AV„ 
r|-r w 4s,áu ( . 
*»«♦»• AV ( -f b,u,. 


de donde 

'£f 1 £r lL < 0 - 


■ _ u;„a;, i „ 
1 >u - 


Al aplicar el método de iteraciones A “A-minimales loa vectores 
A V, y Au| forman sistemas ortogonalas. 

Método de descomposición hrrmltlana completa. En este caso 
el operador A es regular arbitrario. Representémoslo on forma de 
una suma A - M + N, donde M * Af*. N — —N*. En el caso 
on quo M o A' sea regular, ponemos B — C »• Ai '* o B C N~ l , 
rcspoctivamente. La condición (103.9) se cumple parea» 2. p — — 1. 
Si ol oporador M (o IN) es de signo constante, el proceso se realiza 
sin degeneraciones. Sea. por ejemplo. M > 0 y B — C =Ai*‘. 
El oporador C será definido positivo, por lo tanto < Ci, x) » 
■■ (Aí"‘, x, t) > 0, para cualquier vector x no nulo. Consideremos 
ahora ol operador CAB = A/ -1 -t- Para cualquier i 0 

tenemos 

(CABz, i) - (A/- 1 *, x) + (M-'NM-h, z) 0. 

puesto que el primer producto escalar del segundo miembro de la 
igualdad es real y positivo, por ser definido positivo ol operador, 
mientras que el segundo producto escalar es imaginario puro, en 
virtud de que si operador M~ l NM x es antihenmtiano. Para el 
caso on que B = C = Af' 1 , el esquema de cálculo del método os 
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como sigue 

Mu ,~r„ 

'i-'i-t + iiAu,, 

Mu, =r,. 

»m—*i+M„ 

donde 



Si D — C •» A' -1 , el esquema de cálculo y las fórmulas para los coe¬ 
ficientes a,, b, quedan en vigor, a excepción de que M se sustituye 
por N. 

Método de descomposición hermltiana incompleta- Eu esto caso 
oí operador A es hermitiano. definido positivo. Hepresontómoslo en 
forma de una suma A Sf + N, donde M — M •, N = N •. SI 
A/ es regular, ponemos ■■ C — A/" 1 . La condición (105.9) se 
cumplo cuando a — 0. f) — 1. Si M es un operador definido positivo, 
ol procoso se realiza sin degeneraciones. En cada etapa del método 
so minimiza la funcional de errores provista de la matriz A . El caque- 
mu de cálcalo queda ol mismo quo en ol cáso antecedente. 

Aceleración del proeeao de cálculo. Gimo ya se ha notado ante¬ 
riormente. loa métodos de diroccionce conjugadas permiten hallar 
la solución con una rapidez singular, si el opsredor Afí cuenta con 
pocos valoras propios distintos dos a dos. Esta singularidad sirve do 
basa pura diferentes procedimientos quo tienen por objeto acelerar 
la resolución do la ecuación (105.1), empleando la siguiente ¡dea. 

Supongamos que el operador A puedo representarse on forma do 
una suma A = M + N, donde el operador M determina la parte 

S rindpal» del operador A y admite, además, una resolución sencilla 
loe ocuacionee del tipo (105.1) con el operador M on el primer 
miembro. Ahora, en lugar de la ocusción (105.1) resolveremos la 
ecuación 

(E + NM* 1 ) y - 6 , (106.1) 

dondo Mx «* y. Si. en algún sentido razonable, el operador M es 
próximo al operador A . entonces la mayoría de los valores propios 
del operador N y. por tanto, del operador NM~ l során próximos a 
cero o iguales a cero. Le aplicación do los métodos de direcciones 
conjugadas a la ecuación (106.1) conduce, en el caso dado, a su 
rápida resolución. 

Ha de ser notado que precisamente esta idea es la base para crear 
un método dé descomposición hermitiana incompleta, el cual en 
muchos casos resulta más eficaz que el de gradientes en la variante 
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clásica Todo depende da cuán éxitos* ha sido Is descomposición 
del operador A. 

No os nuestra intención detenernos detalladamente en loa esque¬ 
mas de cálculo para los procesos de aceleración, pues dependen de¬ 
masiado del empleo de unas u otras peculiaridades del operador A. 


Ejercicios. 

1. ¿En qur coodlciooes resulta conveniente aplicar una u otra variante 
dol método de direcciones conjugadas? 

2 . ¿Quó número do iteraciones se «Míen cumplir, realizando diversas 
variantes da loe métodos de direcciones conjugadas para un operador A del 
tipo E -r W. donde H ee de rango »? 

3. Considerando ol operador A una matriz. evalúes* el número d* opera¬ 
ciones aritméticas que ee deben cumplir al resolver sistemas de las ecuaciones 
algebraicas lineales ñor los métodos do direcciones conjugadas. 

4. La matriz del operador A ee hennitiana y »« diferencia de la matris 
triangular por su número peque&o de elementos ¿Cuál de laa variantes de los 
métodos de dirección*» conjugadas es la mis conveniente para el empleo en el 
caso dado? 

5. Sea P , (i), P, (»). ... una sucesión de polinomios. Elijamos un vector 

i, v construyamos una sucesión de vectores rigiéndonos por la 

regía 

*»♦, - a» - BP k (AB) (4* - ó). * > 0. (106.2) 

¿Gimo varían las daKompoel clones de los residuos r«, r., ... según la base 
cañóme» de Iorden del operador AH. cuando'* crece en fuoción de la olección 
de la sucesión de polinomio»? 

6. ¿Cómo debe utilizarse la sucesión < «06 2) con el fin de construir un vector 
inicial pura los métodos de direcciones conjuradas rl cual asegure la obtención 
de la solución por una cantidad menor de iteraciones? 

7. «Cuáles de loe sistemas de vector»» en cada uiu de la» variantes concreta* 
de los método» de dirección* conjugada» ron. ñivo una normalización, 
4-seudoduol? 


| 107. Ecuaciones operación*les 
y seudoduAÜdad 

Los métodos de direcciones con¬ 
jugados no son únicos entre aquellos quo se omploan para la resolu¬ 
ción do la ecuación operaciona! 

Ax - b, (107.1) 

y están basados en la aplicación do las formas bilinoálos. Enormes 
posibilidades para crear estos métodos ofrece la construcción do los 
sistomas de vectores, duales o seudoduales respecto a cierta forma 
bllineal, vinculada con el operador A de la ecuación (107.1). 

Volvamos a considerar que el operador A es regular y actúa en un 
espacio unitario K *. Examinemos una forma bilineal (Ax, y) y supon¬ 
gamos que para ésta se han obtenido, de una u otra manera, los 
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sistemas de vectores u„ u,.u, y P t , v t ,. . ., v m que son A-seudo- 

duales, salvo una normalieación. es decir, 

(Au„ v,) 0. (Au„ ou) = 0, k < I. (107.2) 


pora todo valor de » < n. Probemos que el conocimiento de los siste¬ 
mas A-seudoduales de vectores permite construir un proceso de bús¬ 
queda de la solución de la ecuación (107.1). 

Elijamos un vector arbitrario x* Como loe sistemas A-eeudodua- 
les son linealmente independientes, existe la descomposición 


í ajUj. (107.3) 

Si 

i 

*! = *»+I; 


entoncos, por analogía con (105.3), (105.4), tenemos 

x, - X(_| + a,U|, r, — r,., -f a,Au,. (107.4) 

Luego, 

r, =• Ai, -b - A (i, —i) - - ( a,Au,. 

y, en píen» concordanci» con lu Mguiidi» condiciones (107.2), on- 
contramos quo 

('!• *•) - - «I (Al,, O.) - 0 
para todo valor de k < i. Así pues. 

(r„ v k ) - 0 (107.5) 

para ft < I. Esto nos permite determinar loa coeficientes a, do 
(107.4), n saber 

».-&í^í- < 107 ' 6 > 

De acuerdo con la primera coudieión (107.2), el denominador en el 
segundo miembro do (107.6) os distinto de cero. 

De (107.5) se deduce que el vector r, serA ortogonal a la izquierda 
y, por ser simétrico el producto escalar, simplemente ortogonal a 
los vectores lineal monte independientes v t , P a , .... V ñ es decir, 
r„ — 0, mientras que x. es la solución de la ecuación (107.1). 

Los métodos descritos de resolución de la ecuación (107.1) llevan 
el nombre general de métodos de direcciones duales. El número de 
diferentes métodos es infinito en pleno sentido de esta palabra, 
puesto que oxiste un número infinito de distintos paros A-seudo- 
dualcs de los sistemas de vectores. Los métodos de direcciones con¬ 
jugadas, considerados anteriormente, forman parte de este grupo. 
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En ol caso general, para los métodos de direcciones duales no 
existo ningún análogo de! teorema 105.1, incluso cuando el operador 
A sea definido positivo. La ley de variación de los errores = 
= j — en estos métodos describe el teorema siguiente que. aunque 
débil, es sin embargo útil. 

teorema 107.1 Sea P» un operador de proyección sobre el mlespacto 

tendido sobre los vectores u, .u* paralelamente a un subespaclo 

tendido sobre los vectores u k+l . . . ., o». Entonces 

*k “ (E - P k ) e.. (107.7) 

DKMOsrnAciON De acuerdo con la fórmula (107.3), tenomos la 
siguiente descomposición del vector inicial x„ para el error e 0 : 

Pero, por definición del operador de proyección. 

'v.-jS ‘Pi- 

El segundo miembro de esta igualdad no es otra cosa quo X» — x 0 . 
Por esto 

- x. - x # - (x - x t ) - (a - x.) -í, - e*. 
lo que demuestra la afirmación del teorema. 

unos resultados interesantes relacionados con los sistemas A - 
soudodualoa pueden obtenerse, considerando la interpretación 
nutricia! do los métodos descritos. 

Consideraremos que el espacio K , no es solo unitario, sino también 
aritmético, que es admisible en virtud de que los espacios lineales 
de dfmonsión finita son isomorfos. Todos los razonamientos realiza¬ 
dos quedan e» vigor, sólo cambia la terminología: la ecuación 

(101.7) pasa a ser un sistema de ecuaciones algebraicas lineales, los 

operadores se sustituyen por matrices y por vectores se entienden los 
voctores-columna. Designaremos mediante U (V) una matriz cuyas 
columnas son los vectores u,.u. fa, .. ., oj. En tales circuns¬ 

tancias el hecho de que estos vectores satisfacen las correlaciones 
(107.2) significa que la matriz? 

C - VAÜ 

es regular triangular izquierda. De aqui se desprende la siguiente 
descomposición de la matriz A en factores: 

A - V-^CU-K (107.8) 

Así pues, el hecho de que se conocen los sistemas de vectores, 
/1-soudoduales, salvo una normalización, permite resolver el sistema 
de ecuaciones algebraicas lineales (101.7) con la evaluación do errores 

(107.7) y, por otra parte, obtener la descomposición (107.8) de la 
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matriz A en factores, entre los cuales hay uno triangular. Demostre¬ 
mos que la afirmación recíproca es también cierta. A saber, cual¬ 
quier método de resolución do loa sistemas de ecuaciones algebraicas 
lineales, basado en una descomposición de la matriz en factores, 
ontre los cuales hay aunque sea un solo factor triangular, determina 
ciertos sistemas de vectores, A-seudoduales, salvo una normalización. 
Por consiguiente, al realizar estos métodos según los esquomas 
(107.3)—(107.6), se pueden utilizar las evaluaciones (107.7). 

Examinemos 1 a matriz P que se obtiene do una matriz unidad 
intercambiando sus columnas o. lo quo es igual, intercambiando Ios- 
filas en el orden inverso. Es fácil comprobar que la multiplicación 
n la derecha de la matriz C por P cambia de lugv «n el orden inverso 
los columnas de lo matriz C; la multiplicación a la izquierda do la 
matriz CP por P conmuta en el orden inverso las filas de la motriz 
CP. I'or esto razón, los elementos f,j de la motriz F — PCP están 
viuculados-con los elementos e„ de la matriz C mediante una corre¬ 
lación /(/ — C a -|+| 

De aqui pueden sacarse toda una serie de corolarios útiles. Nume¬ 
remos los diagonales de la matriz, paralelas a la principal, do abajo 
arriba, una tras otra, con loa números — (n — 1), — (n — 2), . . . 
.... 0, .... (n — 2), (n — 1). La diagonal con el número 0 será 
principal. Aceptada tal numeración, los elementos de la á-ésima 
diagonal se determinan por la correlación / — i k. Si la matriz C 
satisface las condiciones e,¡ — 0, k < J — l, / — i < l 
para ciertos números l < k. entonces para la matriz F — PCP 
se cumplirán las Igualdades /„ - 0, —I < / — I. I — t< —k. 
Por consiguiente, en la transformación de P •» PCP ia matriz 
diagonal aiguo siendo diagonal, la matriz triangular derecha (izquier¬ 
da) se convierte en triangular izquierda (derecha) y la matriz bfdl- 
ogonal derecha (izquierda), en ¿¡diagonal izquierda (derecha), ote. 

Supongamos ahora que se aplica cierto método de resolución 
del sistema de ecuaciones algebraicas lineales (107.1), basado en la 
descomposición previa de la matrit A en factores: 

A = QCR, (107.9)- 


donde la matriz C es triangular. Sin restringir esencialmente la 
generalidad, podemos considerar que C es triangular izquierda puesto 
que de lo' contrarío, en lugar de la descomposición (107.9) considera¬ 
ríamos la descomposición 

A = (QP) (PCP) (Pfí), 

donde la matriz PCP debe ser triangular izquierda, de acuerdo con 
lo dicho más arriba. Las matrices buscadas U, V, que determinan 
los sistemas de vectores, A-ieudoduales. salvo la normalización, 
u,, . ... u„ y pj, . . v„. pueden definirse por las igualdades 

6 * - V = $-*•. 
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Hornos de notar que en la descomposición (107.9), engendrada 
per nn método numérico, las matrices Q y fl, son como reírla, sufi¬ 
cientemente sencillas. Estas son, coa frecuencia, matrices unitarias 
o rectangulares y también las matrices que difieren de las triangula¬ 
res en que las filas y columnas estén permutadas. Por ello, las matri¬ 
ces fí-‘ y (?-■• se hallan sin dificultad. En todo caso, los esfuorros 
totales de cálculo para su determinación son considerablemente 

rl Í5?í “?, ucll “ 3 1“* *>“ necesarios para obtener la descomposi¬ 
ción (107.9). Estos propiedades las poseen tales métodos ampliamen¬ 
te conocidos como el método de Gauas, de ralees cuadradas, do 
Jordán, de ortogonaliiación, de refleiiones, de giro, etc.: los métodos 
basados on la reducción del sistema a la forma bidiagona! con obten¬ 
ción do las descomposiciones normaliradas: los métodos de direccio¬ 
nes conjugadas, ote. 

Do esta modo, la mayoría de los métodos numéricos quo se em¬ 
plean para la resolución de las ecuaciones operacionales (107.1) en 
un espacio de dimensión finita son, en realidad, métodos de cons¬ 
trucción do los sistemas A-sendoduales de vectores. Pese a la diver¬ 
sidad do las formas concretas do los propios métodos, todos ellos 
pueden investigarse a partir de las posiciones generales, basándose 
siempre en ol teorema 107.1. 


Ejercicios. 


I. Convénganme en considerar que un operador as una matrit y loa vectora 
de un espacio vectora columna. Demuéstrese que. aplicando el método d» 
direcciones duales, los arrutes comecutlvoa estén ligados aolre al por le correla¬ 


ción 

dond« 


'*-<*- S k ) 


(“"-lo) 

2. Demuestran qua los operadora S, satisfacen las igualdad» 

it-Sa. SiS.-o, 

S, (C - S,J (£ _ S k .¡¡ ... (£ — SJ - 0. 1 < k. 

3. Demuéstrese que loa operadora S, de (107.10) y el oporador P„ de (107.7) 
están ligados eolio si por la correlación 

P, - (£ - £,) (£ - S,_) ...(£- SD. 

; pera los métodos concretos, 

- . -, -- 1 métodos concretos, determinados 

por la descomposición (107.9)7 

6. ¡Cuál do los métodos conocidos de resolución de los sistemas ds ecos- 
clonas algebraicas lineales no esté besado en la descomposición (107.9)7 


4. ¡Que significan los operadores S. y P. 
determinados por le descomposición (107.9)7 

5. (Cómo verían los errores rt pera los méto 



CONCLUSION 


En ti prestóte mbhí ti lector m le expone un material, suficientemente 
amplio, indispensable para comprender Unto la base teórica del álgebra li¬ 
neal, como los métodos muníficos de ást*. No obstante, debido a las peculiari¬ 
dades de diferentes programa* de estudio y a la etcatri eventual del tiempo 
que m designa a la» conferencias referentes a este curso, alguno» apartados 
de esto libro pueden escaparse de la atención del lector.Et. por esta ratón que 
damos a conocer aquí la característica general da todo el curso en considera¬ 
ción. 

El álrobra lineal, como ciencia, estudia los conjuntos do «tructuro es¬ 
pecial. asi como las función»* que actúan en dichos conjuntos. En general, 
los problemas análogos w trsUn lambido en otraa ramas de las matemáticas. 

K r ejemplo, en el análisis matemático La característica singular del ¿Igabrn 
eal radica precisamente . n que los conjunto» non siempre espacio» lineales 
de dimensión imita y las funcione* intervienen como operadores lineales. 

A la consideración da las propiedades «Bandea de los «pactos linalcs 
«lán dedicados lo» )f 10. 13 -21. las propiedades generales de los operador** 
lineales se examinan rn los \S 56—61. 63—74. La información, que se dn *n 
ratos párrafo», puede obtenerse por vario» mótodo». incluso directamente sin 
recurrir n lo» concepto» y medios de investigación especiales, excepto los más 
elementales. Pero, uno de los concepto» adiciónale» merece una atención es- 
peciol. Nos referimos al determinante. 

Como función numérica, definida sobra lo» sistemas de vectores, el de¬ 
terminante os un ente relativamente sencillo. Sin embargo, pose* varias pro¬ 
piedades de importancia. Balas propiedades lo convirtieron en un instrumento 
de amplio ua» qua facilita considera Memento la rvaliuclón de diferentes in¬ 
vestigaciones. Además. *1 determinante se empica frecuentemente en la cons¬ 
trucción d# los métodos numérico*. Todo «lo nos obligó a prestar mucha 
atención al e«i.*pto de detenoineot*. al considerar en los || 34-42, 02 sus 
propiedades geométrica* y algebraicas. Como instrumento de investigación 
•I determinante se ullliia en el libro para demostrar las más diversa* afirma¬ 
ciones. 

Otra fundón numérica de dos argumentos vectoriales —que es producto 
escalar— determina las dos clases mas importantes de los espacios lineales, 
llamados euclideos y unitario». La nuava noción fundamental en dichos es¬ 
pacios es la de ortogonalidad. En lo» ft 27—33 *e estudian la» propiedades 
de lo» espacios lineales, adicionales respecto del producto escalar, en los 
¡1 75-81, la* propiedades de los operadores linéala, adiciónala respecto del 
producto escalar. 

Loo sistema de ecuaciones algebraicas lineales son de importoncio ex¬ 
clusiva en toda la matemática, nu sólo en el algebra lineal. Al aludió de di¬ 
ferentes aspectos de los sistemas mencionados están dedicados los H 22. *5, 
46. 48 

Como regla, sólo el material citado constituye la baee del curso del álgebra 
lineal al cual se añade, como un curso independiente, el de la geometría ana¬ 
lítica. En el presente manual la información indispensable propia al curso de 
la geometría analítica se da no de modo aislado, sino en conjunto con la infor- 
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m.d6n «my MM. «1 alíale. llnnl. L. ripnauióa dal mala- 

r»«l nos permitió legrar ciertas ventajas, a saber, ae redujeron muchas demos¬ 
traciones de un mismo tipo en ambos cmoi, se consiguió subrayar la inter¬ 
pretación geométrica de talas cooceptos algebraicos abstractos como el espa¬ 
cio lineal, el plano en un aapaeio lineal, el determinante, «¡tiernas de ecuacio¬ 
nes algebraicas lineales, etc. 

El élgobra lineal » enriquece en grado considerable con hechos nuevos, 
si en los espacios lineales se introducen laa nociones sobre la distancia entre 
loa vectores y limite de una sucesión de vectora*. La necesidad de tal intro¬ 
ducción está dictada también por las exigencias de los métodos numéricos. 
Las propiedades métricas de los espacios lineales se estudian en los H 49-5é. 
las de los operadores lineales, en loa f» 82-M Deude luego, todos satos pro- 
blemas sa dan comunmente en el anilisia funcional pero, no ae subrayan, como 
Sfmiión U íi h |Su WdUd0- ' mUy in,porUnlM P"* *«• lbüto do dl- 

La resolución numérica de los problemas del élgabra lineal va acompasada 
casi siempre de la apandte de los errores de redondeo. Por esto el personal 
•ncareado de doa cálenlos debe darse cuenta de los cambios en las propiedades 
de diferentes entes del álgebra lineal a que llevan las pequeñas variaciones 

Z&2 SS5* t- 0| yff7r. n ir m***— 

L.. piup,edades de 'mucho, antea da) élgabra llaaal ruada» caml.lo.ao 
por otra» rantranaa lurluao cuaido laa psuurbsclooo. ara» pequen... A.l por 
elaiupl» un mi™. linéalo, ente dapsadleau da amara, ptrndc convertirá. 
5 Í J’* 1 '?* 'Odtpred.tnla o aumentar 1 » rango, un opaiador de aalruelura 
do lardan puado parar a arr un oparador da estructura .implo y un alairma 
comp.Ublr da marión., algabeaieu llnaalaa, un alslama Inrompnllbla. ate. 
'"roblraÍT »ay gr.ndra an la raaolucldn prédica 

Kuaatra luatatcnte mígamela aa qua al ladur laa nna vri méa con mucho 
nlrncldo al 1 12 y analice al aiamnlo qua allí aa aduce. El lector daba lambido 
rollarionar profundamente roba laa pregunta» al Una! dal pérralo. 

* parar d. lo meotsbllldod da murtal nodonci dal éfgebr» lineal, Bul 
prublaiuaa pueden nmleeno da modo bien nubla. Cou el fin da demi,airar 


La pana nial dal libro alalia dedirada a la diaerlpcldu a luanllgaelón 
da difamias pro Mamas rclaianlaa a la, forma, billuaalaa y cuidréUcai. Eilna 
funciona» numérica. mu da mucha importancia au el é] galúa llnenl y estén 
«Slncb™.ale ligadas con la conalruccidn da los mdtodc» numérlcoa. En loa 
H 90-94 se coneldaria las propMadaa generalas da lis forana tíllaosles y 
ü. u‘o« 4 °.n d .' “■ dasecmpoildoocj mgfrldalmi on 

loo H 98—101, lo oto pilludo do lo nocido do ortogonolldad: an lo» || 103-107 
ae muestro edmo sa deben ampiad laa forana btliaesle» au loa procrao. do cél- 
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